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S I N O P S I S 
Se presenta la formulación de un elemento finito para 
resolver cásraras grucsas y finas. 
El elemento en cllestión,es un elemento isnp2r.:1métrico 
tridimensional degenerado cuadrático. 
En el cálculo de las cáscaras gruesas, son tenidas en 
cuenta las deformacioncs por corte, y para las finas, se pr~ 
senta un esquema de integración, llamada •reducida'". 
Dna característica del elemento, es el de convergir 
con mallas de muy pocos elementos. 
Tambtén se Jlreparó un programa automático, capaz de 
resolver cáscaras gruesas y finas, considerando diferentes 
tipos de cargamentos. 
Por último, para testar el programa, se calcularon di 
versas cáscaras. 
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SINOPSE 
Apresenta-se a formula~ão de um elemento finito para 
resolver cascas espessas e finas. 
O elemento em questão, é um elemento isoparametrico 
tridimensional degenerado quadrático. 
No calculo das cascas espessas, são levadas em conta 
as deforma~Ões por cortante, e p8ra as finas, apresenta-se 
um esquema de integra~ão, chamada "reduzida". 
O elemento apresenta a característica de convergir 
com malhas pouco refinadas. 
Tambem elaborou-se um programa automático, capaz de 
resolver cascas espessas e finas, considerando diferentes 
tipos de carregamentos. 




A B ti T H A <.; T 
In this thesis, the formulation of a finite element to 
resolve thick and thin shells is presented. 
A quc.G.rü.tic de.aencrate tridimensional 
element i~ considered. 
isoparametric 
ln the computation of thick shells, shear strains are 
taken into account while a "reduced" numeric integration sche 
me is used for thin shells. 
One of the characteristiQs of the element is its conver 
gence for any mesh of few elements. 
An auto~atic program was prepared in order to solve 
thick and thin shells considering different types of loads. 
Several such examples are incluided. 
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I N T R o D u e e I o N 
El objeto de esta tésis,fue presentar un media prácti 
co para resolver cáscaras espesas o gruesas y delgadas o fi 
nas. 
El estudio analítico de cáscaras de formas arbitrarias 
presenta numerosas dificultades y sólo se consiguen resulta-
dos aceptables,cuando las mismas cumplen con 
condiciones que simplifican su cálculo. 
determinadas 
Cuando se introduce la influencia de la.s deformacio-
nes por corte y la.s piezas estructuralcs tienen espesor va 
riable, las dificultades mencionadas son todavía mayores. 
Para resolver este tipo de estructuras,se recurrió al 
conocido método ne los elementos finitos. 
Para ello, se pa.rtió de la. idea de Zienkiewicz de usar 
un elemento tridimensional isoparamétrico para resolver cás 
caras espesas (figura 1 ), con lo que se conseguía realizar 
un análisis aplicando directamente los conceptos de la elas 
ticidad lineal sin considerar algunas de las hipótesis sim 
plificadoras de la teoría de cáscaras. 
Los elementos curvos de tipo isoparamétrico son más a 
decuados para. cl análisis de ciscaras que los elementos pl! 
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nos, que solamente son aplicables para la resolución de un nú 
mero limitado de tipos de cáscaras. Ello se debe 








' ' 1 
• ' 
' ' ' .,..,.,, .... ,,-- ---
Figura 1 
----
Al aproximar la cáscara con un elemento tridimensional 
surgen algunos problemas como ser: 
1-) si se estudia una cáscara, aproximada por ejemplo,con 
elementos prismáticos, al ser dos de las dimensiones de los e 
lementos mucho rnayores que la dimensión correspondicnte a la 
dirección que coincide con la normal a la estructura, se prod~ 
ce un mal condicionamiento de la matriz de rigidez, con la con 
sigui ente di fi.cul tad nwnérica que Pllo acarrea. 
2-J por otro lacto, de esta manera,ee está tr2.bajando con 
un gran número de nudoe, lo que trae aparejado un tiempo de 
computación apreciable. 
3-) la solución para cáscaras delgadas utilizando este ti 
pode elemento no converge para la solución teórica. 
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El primer problema mencionado fue resuelto desprecia~ 
do la energía de deformación correspondiente a las tensiones 
perpendiculares a la superfície media, 
La utilización de puntos nodales a lo largo de las a 
rístas normales a la superfície media de la cáscara se 
innecesaria, debido al conocido hecho de que tanto pa.ra 
torna 
las 
cáscaras espesas como para las finas, las normales a la super 
ficie media permanecen rectas después de la deformación. 
Por lo tanto,se "degenerá" el elemento de la figura 1 
en su correspondiente de la figura 2, eliminándose de esta ma 
nera,los puntos nodales intermedios en la dirección del esp! 
sor. 
Figura 2 
De esta manera,se eliminaron varies grades de libertad 
del elemento,que tenían muy peca influencia, y la segunda di 
ficultad fue salvada. 
Estas dos restricciones impuestas al elemento, forman 
parte de las hipótesis básicas de la teoría de cáscaras, pero 
nótese,que en ningún momento se impuso la conocida condición 
de que las rectas normales a la superfície media antes de la 
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deformación permanecen normales a la misma después de 
deformada la estructura. 
Esta "libertad" permite que la cáscara pueda experi 
mentar deformaciones por corte, lo cual es imprescindible P.ê: 
ra realizar un análisis aceptable en el caso de cáscaras es 
pesas. 
Con todas estas condiciones,se resuelven satisfactori.§: 
mente las cáscaras espesas, aunque son insuficientes para lo 
grar convergencia en las cáscaras delgadas. 
Esto último,se consiguió con un adecuado esquema de 
inteeración numérica. 
- 5 -
C A P I T U L O 1 
PRINCIPIOS VARIACIONALES 
1.1- INTRODUCCION 
En este capítulo, serán introducidos los elementos de elasti 
cidad lineal y mediante el principio de los trabajos virtuales se 
obtendrán algunos principies variacionales de la elasticidad li-
neal, que serán utilizados en el desenvolvimiento del método de los 
elementos finitos. 
Todos los índices que aparecen en este capítulo variarán de 
uno a tres. 
1. 2- ELASTICIDAD LINEAL 
Tensor de deformaciones 
se considerará el campo de la elasticidad infinitesimal, es 
decir,aquel en que las deformaciones son pequenas respecto de las 
dimensiones del cuerpo y el caso de pequenos desplazamientos. 
Se considerará la terna de referencia Xé L=l,3 
Un punto P de un cuerpo elástico estará localizado por 
sus coordenadas x, en su posición antes de ser deformado. 
La posición que tomará dicho punto después de la deformación 
será p• y tendrá coordenadas 
}(, _ V,+ Á.Í· (1) 
L - At (. 
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Las Xt formarán un nuevo sistema de referencia que co 
rresnonderá al cuPrpo deformado. 
Los u, (xj) son los desplazarnientos dol punto n despuéR' 
de deformado el cuerpo. (Figura 3) 
Figura 3 
Un elemento de línea dado en el sistema sin deformar,de 
componentes dxi como consecuencia de la deformación,se 
formará en un elemento de componentes dx, dadas por: 
( 2) 
donde las derivadas X·. 
''J 
forman la matriz jacobiana. 
[,]~[ ;:. 
- - (1 u,,1) x~,z. X1,'3o + U1,.2.. 
X2,2 X2.,J - U.2,l (1 + u,,,) 






Esta matriz se puede descomponer entres matrices: una 




e,j = ½( u,,j +uj,,) ( 5) 
come tensor de deform~ciones, y ~= 
como tensor de rotaciones. 
1.2.2- TENSIONES 
La matriz jacobiana (3) se puede cxpresar como: 
i2 (6) 
donde los vectorcs ij son tangentes a loc ejes del sistema de 
formado, como se ve en l.a figura 3. 
Considcrem1os nuevamente, el punto antes y después de de 




Llamaremos dF, al vector fuerza que actúa en una cara g~ 
nérica i del elemento diferencial del cuerpo deformado. Figura 4. 
Tomaremos tensiones o pseudotensiones (I) que serán defini 
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das respecto del cuerpo sin deformar, es decir se considerará .. as._ = as, • 
07 _ dF 
e - dS 
(sin surnar en i) (7) 
que se pueden expresar por sus componentes corno: 
- -
(f"i. = <lií i i (8) 
Considerando que no haya momentos concentrados en el ele 
mento infinitesimal, y despreciando efectos de segundo orden 




( i, x a;_ ) ij dxJ it dxK = O 
(i,x ij )U.:J = Ü 
( i, X i~ )= - ( ià X i, ) 





que demuestra la simetria del tensor de tensiones. 
Considerando el elemento deform8do y siendo Puna fuerza 
definida por unidad de volumen, tendremos tres ecuaciones de 





En la frontera del cuerpo se debe cumplir que 
(14) 
donde F son tensiones que actúan sobre la frontera y V, son las 
componentes del vector unitario normal a la cara i (frontera). 
Teniendo en cuenta la (2), la (14) quedará 




1,2,3- Relaciones tensiones-deformaciones 
En elasticidad lineal las relaciones tensiones-deformacio-
nes están dadas por 
lfiJ = EcjKJ e,1 (17) 
donde E~., es un tensor de cuarto orden, simétrico respecto de 
las siguientes permutaciones de índices (II) 
o lfi:J = EcJu = d<l"jl = EjikJ = o (fj;~ = Ek)ij (18) 
ae"i aek.( ae,J 
donde se hizo primero i=j j=i y después i=k j=l k=i l=j 
La relaci6n inversa de (17) se puede expresar como 
ek~=cKiij lfcj (19) 
reemplazando (17) en (19) queda 
e~R = C;a,i E,jmn e,,,.., 
C,a,o· E'-á""'" = cSkm S.10 
( 20) 
(21) 
donde se ve que 
Debido a la simetr!a de los tensores de tensiones y deforma 
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ciones, cada uno de ellos sólo tiene seis componentes independien 
tes. 
Esto se aprovecha para escribir la relación (17) en forma 
matricial 
( 22) 
En la literatura técnica las componentes e·· 'd 
rresponden a 
das por 






La matriz de elasticidad [E] para el caso tridimensional 
es i 
'J/( i-\1) 1 Sime'Ír-ica 
[E]-E 1-\l V/(1-\1) \l/(l-\1) 1 
(l+V) 1-2)1 o o o (t-2v)/2(i-v) 
(24) o o o o (1-2vv2 (1-v) 
o o o o o (!-2V)/2(!- ~ 
1.2.4- Energía de deformación 
Consideremos un elemento de un cuerpo con un estado arbitra 
rio de desplazamientos. 
En el elemento en estudio existe equilíbrio entre las tensi 
ones OTj y la fuerza de volumen P. 
El trabajo que realizarán las tensiones en las caras dele-




y el trabajo virtual de la fuerza de volumen será "íSrt~V (26J 
Sumando y calculando la primera variación del trabajo por uni 
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dad de volumen tendremos 
tw= 1(õcrl+i5)5:ã+õ1. -a(S:a)] (27) l' dX, d X., 
Considerando que hay equilíbrio y teniendo en cuenta la for 
mulas~:) ~i [zJ. cJ(Sn)j =ÕéJ [x,,j-a(S,lü)l (28) 
o oXL oX:i. 
Como O;.á es simétrico se puede poner 
S w = ..ia; [ X . cJ(ó.i.l,) + Xu d (5.ll~)l ( 29) 
.2. 'J k,J êl X, ' cl X j j 
recordando que Xij= 0,J + Á./.,,j 
s w = 1 CTTJ [cs.J+Á.(k,j) 21(5.lLk) + ( ski +Aú,l) ;}($.l/..)1 ( 30) 
. 3 Jé.i. a XJ rJ 
Despreciando términos de segundo orden y considerando k=j k=i 
S w= ± azó [acS.u.1)+<1(S.i.l,)l (31) 
J x, a Xj j 
S w = õ",J SecJ ( 32) 
Si asociamos el estado virtual Se~ con un incremento de,j de 
un estado natural, aparecerán tensiones (r~(e~) • 
En (32) consideramos la integral sobre cualquier camino ce-
rrado 
( 33) 
si ésta se anula siempre; entonces,estamos en presencia de un mate-
rial que llamaremos elástico y existe la llamada funci6n de energía 
de deforrnaci6n, que será definida corno (II) 
e,; 
A(e,1) = fA dv =J <J;j de,i (34) 
V 0 
pudiendo obtener las siguientes relaciones 
d.A= d..,i_ ele~= U::j d_eL~ (35) 
ê) e,J 
Y a;:· = -a A ( 36 J 
ct ~d 
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1.2.5- ENERGIA POTENCIAL 
Tomemos el cuerpo elástico de la Figura 6- bajo un esta 






Las condiciones de borde son dadas sobre la frontera D . 
D 1 será la superficie li bre de D y D 2, será una superf,i 
cie en la cual los desplazamientos estarán prescriptos. 
Las fuerzas F serán las fuerzas de superfície y las P, 
las de volumen 
Se dará al cuerpo un desplazamiento virtual S11.i sin vio-
lar las condiciones de contorno mencionadas en.f2.2 • 
Para cualquier estado virtual que cumpla con las con-
diciones prescriptas de borde, la ecuación del trabajo será: 
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f ~J~<J cSkJ+,U1<,j)] SÁik. d v +J"P.S,uk dv + JF"- a:j(Skj+«~,J1'vc SIJ.k = o (37) 
.n.1 
Integrando por partes la primera integral obtendremos 
+ f rT..J (Skjt.lll<,j)'J;_ S,ul< d.o. (38) 
.íl1 
Como se ve,la primera integral del segundo miembro,coig 
cide con la expresión de la variación del trabajo,dada por la 
fórmula (28) y que al ser combinada con (32) nos permite es 
cribir 
I= -f a-;_j Se .. j d V+ f a:J (S,,j+A.Lw} )}, s.llk da 
V :ai 
(39) 
Volviendo a la (37), ésta quedará 
f O:j Se;_J d v = f B 0Alk d v + f Fi: s);k d..C2 
V V ni 
( 40) 
esta ecuación,es una identidad que surgió como simple transfor 
mación de las condiciones de equilíbrio (13) y (14). 
Obsérvese que no se impuso ninguna condición respecto 
al tipo de ley que gobierna las propiedades mecánicas del mate 
rial. 
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Considerando la (34), tendremos 
ó'iT= s[ f AdV-fP.,1,1kdv-r~.,LJ.d.Q]= Q (41) 
V y Jnl 
donde 'IÍ será la energía potencial. 
1T =JA dV -J-rk ,ui< dV- íFK,ll" d.n. (42) 
V V '.01 
que será un valor estacionario, ya que como se vió,su prirnera 
variación es nula. 
La variación segunda de la energía potencial la obten-
dremos de (41) y, además,considerando la condición de estacio 
naridad y de que S,Uk=O en_0i se tendrá que 
S
2
1T= f So:jSeij dV (43) 
V 
Pero recordando,que será 
c)
2
1í f L-j~~ Sek~ Se,j d V ( 44) 
V 
qu~ por otra parte (II) es igual a 
Srr = s1A dv 
V 
( 45) 
Haciendo el estudio termodinámico de un elemento de un cuer 
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po elástico deformado se demuestra que la funci6n de energía de 
deformación siempre existe, 
Dicho estudio se puede llevar a cabo de dos maneras: una, 
considerando que la deformación se produce adiabáticamente y otra 
suponiendo que se realiza isotérmicamente, 
"Las diferencias entre las suposiciones de deformaciones a 
diabáticas e isotérmicas aparecen, en la formulaci6n matemática , 
solamente como diferencias entre las constantes elásticas adiabáti 
case isotérmicas. Hablando enforma general, se ha probado por e! 
periencia que las diferencias entre esas constantes elásticas son 
despreciables. 
Consecuentemente, se asume que la función de energía de de-
formación existe en la teoría de la elasticidad, aunque el proceso 
de deformaci6n pueda estar en elgún lugar entre el adiabático y el 
isotérmico, 
Sabemos de la evidencia experimental,que cuando las deformª 
ciones son suficientemente pequefias, un elemento del cuerpo elástf 
coes estable, Esto requiere,que la funci6n de energía de deformª 
ción debe ser una función positiva definida de las componentes de 
deformación para pequefias deformaciones". (III) 
Por lo tanto, la funci6n de energía de deformación es positf 
va y consecuentemente por (41) y (45) la energía potencial deberá 
~er mínima, 
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C A P I T U L O 2 
EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 
2.1- INTRODUCCION 
Al igual que el anterior, este capítulo tiene la finalidad 
de exponer enforma muy breve nociones ya muy conocidas, pero que 
se incluyen en este trabajo con la finalidad de completarlo. 
2.2- Enfoque variacional - Discretización 
En el capítulo 1 se vió que un funcional que respondía a 
la descripción del problema elástico lineal era el de la energía 
potencial de un sólido deformado. 
Minimizando dicho funcional y respetando las condiciones 
de frontera impuestas, teoricamente, podríamos resolver cualquier 
problema de la elasticidad tridimensional lineal. 
Por tener los medios contínuos infinito número de incógni-
tas, se subdivide el domínio que forma toda la estructura en sub-
domínios; definiéndose para cada subdomínio un campo de deforma -
ciones ligado mediante las leyes del material a un campo de ten-
siones. 
La definición de estos campos,se hará en base a un número 
finito de parámetros desconocidos que se determinarán respetando 
en una forma aproximada las condiciones de compatibilidad y de e-
quilíbrio. 
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Cada subdominio recibirá el nombre de elemento finito. 
La aproximaci6n referida la lograremos extendiendo la mini-
mizaci6n de la energía potencial a todos los elementos. La minimi-
zaci6n será aproximada, porque a cada elemento,se le prescribi6 una 
funci6n de deformaciones ,que ,.normalmente ,no reflejará exactamente 
el campo de deformaciones real. 
"Esto conduce a pensar en la estructura como compuesta de e 
lementos distintos ligados en un número finito de puntos (nodos) 
por un número finito de condiciones" (IV) 
Si los parámetros que se elijen para definir el campo de de 
formaciones están dados por un campo de desplazamientos para cada 
elemento,entonces el proceso,se llamará método de los desplazamien 
tos. 
Para conseguir un número finito de inc6gnitas,se supone que 
se puede expresar el desplazamiento de un punto de un elemento en 
funci6n de los desplazamientos de los puntos nodales del elemento. 
donde 
( 46) 
u,= son los desplazamientos en un punto cualquiera 
4j= son los desplazamientos generalizados en los puntos no 
dales 
( 47) 
Recordando la expresi6n (40) 
J ÓLj s e,j d V - J-rk s).l~ d V - í ~" s)l. dn = o 
ve ye :.a.l 
( 48) 
y considerando que <T,j = E 'á ~,. e~~ será 
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JE,J11 ei<-,$e,j dV - lpk {; uk dV f:.K ~uK 
v Teniendo en cuenta (46) y (47) 




donde el subíndice superior indica que las ecuaciones se refie 
rena un elemento "e" dado. 
La (50) se puede escribir de la siguiente forma: 
JE•JU. b"~"'q"' b,j., dV - JPKal<."dV - ( ~" ak~ cú2 = O (51) • ye Jni 
v Como los desplazamientos qm son constantes, se puedr po-
ner que k~m q"" = Pn ( 52) 
donde k:.,, serán los coeficientes de rigidez de un dado elemento 
"e n. 
k~m = ( EtJKR. b.,_em b,jn dV ( 53) JV, 
serán las fuerzas nodales equivalentes del mismo elemento. 
p: =J PI<.ª"" dV +JFI<. aKn d.Q. 
v• ~~ 
( 54) 
Extendiendo estas f6rmulas a toda la estructura, tendremos: 
(55) 
Kam X..,= Q.., (56) 
donde las letras mayúsculas indican que se tratan de magnitudee 
pertenecientee al domínio de toda la estructura. 
E11taa últimas relaciones, a6lo son válidas exactamente 
cuando el campo de los desplazamientoa es contínuo en todo el 
domínio. ( IV) 
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Pese a ello, aunque la compatibilidad sea violada en las 
fronteras de los elementos, la aplicacidn del principio de esta 
cionaridad de la energía potencial, puede dar una solucidn prQ 
xima de la exacta, como se ha demostrado para algunos casos. 
2.3- CONVERGENCIA CRITERIOS 
Se dice, que una solucidn del método de los elementos fi 
nitos converge, cuando las soluciones obtenidas con sucesivos 
refinamientos de la malla, se aproximan a la solucidn exacta. 
Los campos de despl87,amientos deben cumplir con una se 
rie de condiciones para garantir tal convergencia. 
Zienkiewicz, en una forma más bien intuitiva, estahlece 
tres criterios, que han sido bastante fructíferos (V): 
Primer Criterio: Cuando un ~leme •• to sufre un movimiento de cuer 
po rígido, el campo de desplazamientos elegido 
debe ser tal que no se produzcan deformaciones 
en el elemento 
Segundo Criterio: El campo de desplazamientos debe ser tal que 
pueda acompanar un estado de deformacidn uni ta 
ria constante en el elemento. 
Tercer Criterio: El campo de desplazamientos debe ser elegido 
de manera tal, que las deformaciones en la 
frontera entre dos elementos sea finita. 
Este último criterio, implica cierta continuidad entre e-
lementos. 
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Las discontinuidades de desplazamientos causarán deforma-
ciones infinitas en las interfaces, hecho que se ignora,porque 
la contribución de energía de los elementos se limita al interior 
de los elementos. 
Sin embargo, cuando se afina la malla,se obtiene converge~ 
eia porque la condición de deformación constante (Criterio 2) ase 
gura automáticamente la continuidad de los desplazamientos. 
Por ello,es que algunas veces,es posible adoptar campos de 
desplazamientos discontínuos obteniéndose soluciones convergentes. 
Cuando existe compatibilidad completa de los desplazamien-
tos correspondientes a un lado común de dos elementos,se dice,que 
el tipo de elemento en cuestión es conforme. 
E. R. de Arantes e Oliveira (VII)(IV)(VI) estableció tam -
bién criterios de convergencia por vía matemática, estudiando la 
convergencia en la energía. Es decir,que tomó como norma a la e-
nergía de deformación para comparar soluciones con distintas ma-
llas. 
Hay que hacer resaltar,que un mismo problema puede serre-
suelto con diferentes tipos de elementos,dando todos ellos dife-
rentes aproximaciones a la solución considerada exacta. 
Se puede lograr aproximar a la solución exacta o, aument~ 
do el número de elementos o bien tomando elementos que tengan ma-
yor número de grados de libertad. 
Estos últimos,se llaman elementos refinados y la tendencia 
actual es adoptarlos en lugar de los elementos poco refinados. 
El límite en el refinamiento de los elementos,está dado 
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principalmente por motivos de precisión numérica, porque el de-
senvolvimiento de tales elementos es más laborioso y porque ade-
más,después de cierto refinamiento ya no se obtiene economía de 
tiempo en el procesamiento de los programas automáticos. 
2.4- ELEMENTOS ISOPARA!t.ETRICOS 
Con la discretización de la estructura contínua se aproxi 
ma la geometría de la misma mediante los lados rectos (planos) 
de los elementos. 
En algunos problemas,para lograr una buena aproximación a 
la geometría se precisa usar gran cantidad de elementos. 
Esto es evitado,utilizando elementos de lados curvos. 
Cuando las funciones de interpolación de las coordenadas 
son las mismas que las utilizadas para los desplazamientos, los 
elementos se llaman isoparamétricos. 
Los elementos isoparámétricos se pueden obtener curvando 
los lados de un elemento "padre" (parent) como se ve en la Fig.7 
~ 
Figura 7 
Zienkiewicz demostró que si el elemento "padre" cumple con 
los criterios de convergencia el elemento isoparamétrico corres-
pondiente también converge. 
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C A P I T U L O 3 
ELEMENTO FINITO TRIDiri'.Et,SIONAL CUADRATICO DEGENERADO 
El elemento"padre''considerado,ea ~1 elemento tridimensiQ 
nal hexaédrico parabólico, del cual se obtuvo el correspondien-
te elemento isoparamétrico.Fig. 7 
1=1,5 
3.1-
Las variaciones de los índices serán: i=l,8 j~k=l,3 
GEm'.ETRIA DEL ELE}:E};To 
El elemento isoparamétrico tridimensional cuadrático, se 
transformá en un elemento negenerado, disminuyéndose las dimen 
siones del mismo en la dirección que representa al espesor de 
la cáscera. 
También se eliminaron los nudos intermedios que se encon 
traban sobre dicha dirección. Después, se reemplazaron los nudos 
superiores e inferiores por un nudo media y por un vector esp~ 
sor, que liga los antiguos puntos superiores e inferiores. Este 
reemplazo fue posible porque en la dirección del espesor el ele 
menta es de variación lineal. 




El espesor del elemento en un nudo i estará dado por 
(57) 
o definido por las coordenadas de los puntos superior e inferior, 
como se ve en la figura 9. x
3 
-v. ,, ( 58) 
Se definirán las coordenadas locales 
elemento. f1 y F~ en la superfície media del 
cci6n del espesor. Las~ varían entre -1 y 
Figura 10 
"J<, Figura 9 
curvilíneas fj del 
mismo y f3 en la dire 
l,entre cada cara. 
Las coordenadas Xj de un punto del elemento se pueden ob-
tener en funci6n de las coordenadas de los puntos nodales por in-
termedio de las coordenadas curvilíneas f• 
( 59) 
donde a, son las funciones de interpolaci6n "serendipity" cuadrá 
ticas. 
De acuerdo a la numeración de los nudos del elemento adop-
tada (fig.10) las funciones a (V) serán: 
para los puntos ubicados en los vértices 
a,=-¼(l+ P1f{é) (l+f, f,i) (f,f,,+f,r,;-1) (60) 
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para los puntos medios de los lados 
Si r«=º aL=½(l- F,1 ) (l+ti) 
Si F 2.c=Ü a,::;½( H~ f,J (1- t) 
i=6,7 (61) 
( 62) 
Reemplazando en los índices i las coordenadas de los pug 
tos nodales tendremos 
a,=¼(l+ f, )(l+ 1, )(1,+f, -1) 
a 2=¼( 1- f, ) ( l+ ,, ) (-p;+frl) 
a 3::¼(l+ ~ )(1-~ )(f,- f,-1) 
a;=¼(l- f,) (1- F,) (-fi-!-1) 
as=½(l- F,2) (l+fz) 
a,=½(l+f,) (1- t) 
a,=½(1- ,, ) (1- t) 
2 
ae= ½( 1- P, ) ( 1- Fz ) 









El elemento tridimensional no-degenerado precisa de seis 
grados de libertad para poder definir el campo de desplazamientos. 
En la Introducción,se mencionó que se despreciaba la energía 
de deformación normal a la superfície media, por lo que el campo 
de desplazamientos para el elemento degenerado se puede definir em 
pleando sólo cinco grados de libertad por nudo. 
Se tomarán tres desplazamientos y dos rotaciones del vector 
nodal que representa el espesor vaj, sobre dos direcciones normales 
a él. 
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Esas direcciones estarán dadas por loe versores v,, y v, 1 , 
las rotacinn1-s en torno a ellos sení.n q;, y q5 , 
El campo de desplazamientos, por lo tanto se puede expr~ 
sar por (VIII): 
donde t es el espesor del elPmento en el punto i ,Y con q1 se 





Como el número de direcciones v2 , y ~ê son infinitas, se 
definirán las que se han elegido en este trabajo. 
Para ello consideraremos a: 
-v3 , que es el vector que representa el espesor en el punto i. 
v,, que eo vector normal al plano formado por V., y el eje Y 1 
~, que es el vector normal a los otros dos. 
Matematicamente, los podremos definir, mediante las si 
guientes expresiones: 






Como para definir la geometría del elemento se necesitan 
más parámetros (seis), que, para la definición del campo de de~ 
plazamientos(cinco), el elemento pertenece al tipo de los llama 
dos super-paramétricos. 
3-3- DEFINICION DE DEFORMACIONES Y TENSIONES 
En las direcciones de los versares definidos en 3,2- (Fi 
gura 11), se tomará una terna ortogonal de ejes x\ • 
Se definirán las deformaciones específicas en relación a 
ese sistema local. 
Se recordará, que se ha despreciado la energía de defor-
mación en la dirección correspondiente a las tensiones normales 





f e'}= au:,+ ,3,u,~ 
1 (., a x•, êJ"x\ 
a .u., + a.u'., 





La matriz de elasticidad puede plantearse para materiales 
anisotrópicos, o bien en función de , 3 , con lo que se pueden re 
solver casos de estructuras de tipo" sandwich". 
En el caso de un material isotrópico, 
, 
sera: 
1 'y o o o 
V 1 o o o 
[E]- E o o 1- V o o (78) 
- (l- \12) ~ 
o o o 1-Y o 
2~ 
o o o o 1-V 
"ai 
Nótese la diferencia con la matriz presentada en el Capí-
tulo 1. 
Siguiendo a Reissner, y con el objeto de mejorar la apro-
ximación obtenida debido a los desplazamientos por corte, se in-
trodujo el factor k=l,2 • 
De acuerdo al desarroJlo de este elemento, la aproximación 
en las tensiones de corte, conduce a una distribución constante 
d, las mismas atravP.s del espesor, cuando en realidad debería 









MATRIZ DE RIGIDEZ 
Algunas de las transformaciones necesarias 
para la obtención de la matriz de rigidez 
Las derivadas de los desplazamientos en coordenadas loca-
están relacionadas con las derivadas de los desplazamien-
el sistema global mediante 
[ª0J~ = [e] T[ ~~)] [e] (79) ã (1<'~) d ( XK) 
a.u; ;;).u.í a~ (1-<A_J a.u.., 3-<-ts 
áx; 01<'1 o X'i. cl JCJ d x1 oXJ 
[~-0PJ= du; 3LLÍ ;,,.;, y [;)Çi(J~]= a.u, êl.uz -a~ (Bo) axi êlJ<t o )e~ d(X1e) êl X2 3X2 dX2 
d.u.1 êl.U:. J...._'.3 OQ<k) o.u, a.,_._, 3.L<.s ax:, Ô X3 ê)::<-'3 àX3 di3 o J<'.3 
y (81) 
En la fórmula (81) no se agregó el subíndice i porque en 
este caso no se trata de valores nodales, sino de funciones de~. 






Las derivadas de los desplazamientos en el sistema global 
respecto de las coordenadas xi y las mismas,respecto a las COOE 
denadas curvilíneas f• están ligadas mediante la matriz jacobiana 
[JJ . 
(86) 
cl.U.t Ju, ô~ ~ 
oM.2 âEJ 
dXI ax, ;:ix, 
donde [ui•j = /l,tt, :,,u_, ;:i;,, dXt JX.z ;ix., 
c1.u, J-u_, <l'-'-, 
Jr, a-,; dF1 
y r~J- ê).u., c>.u., a..u., df" - d F' o f.2 3~ 
-;).«,. dLl3 
Ô 1'3 <lX 3 <lx, 
la matriz jacobiana es [J] 
[JJ= 
y su inversa 
, 
sera 
c!h,_ d_h_;;,x, ;)_ã clX, dX3 ;:Jxi ~ 
-~ d fl ªfi <l f3 êlf t dr, ªr• - ~. r1 
[JJ = ax, six,_<>-1s1 ax, õx, c!x, _ -;;J):'.3 êJX, ;, r, o f, ªf • ar, ;:}f J e!(• c!f, ª~3 
dl:J ah-~ ~ 2 _ ~ ax1_õx, s!C.2. 
a r1 êlf, ªf, ªf• a f' ªf, õp, ªF, 




<lf, JT, ºF1 
;;>1<, ~r, a~ Jf, e! f, 
al:.i c!.tz êl1<3 
d'L ;, fz J r, 
~h ax, ó)X3 
êlf> ª'3 ºf3 
ô>_&~- d_lz ~J 
ª f, "r 2 ;;, ,, dr, 
õlL, "Jx, _c>x, êlx, ar, J(, slfz a~, 
cl1<1 °Xt a x, ;;lXt 
"f' Jf,-élf, Jf, 





Aplicando la condición de ortogonalidad entre los vectores 
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-1 
que forman las matrices [e] y [J] se tiene que 
[ A,. 
Au 
u [A]= ~~• A11 (91) o 
Teniendo en cuenta (79) y (86) 
[ª~)]-[el[Jf[ª(uj)J [e] o(x',) - e)(,.) (92) 
que con (91) quedará 
[d~) J=[ A J[dfuj)] [e] d (x',) Jcf.) ( 93) 
Derivadas gue intervienen en las transformaciones 
~~,'=e 1 + F.1 ) ( tt, + t Fz ) ( 94) 
~,;=(l+ f,} ( ¼f,+ ½~2) ( 95) 
~~:=(l+ f:H½(,, tfz) ( 96) 
i1:=(l- f1) ( ½(1- ¼f1) (97) 
t7,=(l-{1 H½f,-tf2) (98) 
1;!=-(l+f,) (t~-t f,) (99) 
~lf2 (1-(1 Ht(, tfv 
t;::-(l ft)f, 
ela, p~ 
d~ =½(l- f') 
~;.'=½( 1- ,:) 















La expresión (77) de las deformaciones específicas se puede 
escr-ibir de la siguiente manera: 
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º-- o o dX< 
o hl o [à': ( 
(é'}= a_ J o (11.1) 
clx~ J?, t::J a_ o ;i_ 
c}x~ dX\ 
o ª- J_ dX'.i a x.'z 
y por (93) 
a .-u_'' ;} ,l,l.'2 a..u...'"3 J41 3.ttt JJA1 
a x', o X', o7, A11 A12 o d f' ~,. ;:i f' e,, G11 2 0;3 ;;>-<-l', dM z cj.l.A..'3 A:i., A22 c,Ll1 ~ ó~ d l::'2. o :t'.z. é);,::,_ o ªr- º~ dfi. 0.2., 9:1.2 02.3 ê!.u', d.u.' ,,.,,_,, o o A33 a-<-l, c1-4:i. a 4, 031 032. 033 _, 
ê!~'.3 a X', o x'3 -a r3 a-,; -a f~ 
(412) 
Desarrollando la (112) obtendremos 
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êl.u.', = A33 ó,ll1 eH + A,r; d42 021 +A33 d-U.3 e31 ( 119) 
~ x'3 cl f 3 ºfl 3f 3 
o,U,'z _ A 33 O.Ll, 912 + A,3 O-«-, 822 +A,3 a,u..3 832 ( ~20) 
oX'?.- clf3 ºf3 ºf3 
cJ4'~ -A,, êJ,U1 8n+A 33 a.u2 e2,+A,3a,u, 0:,3 (121) 
ax'3- ºF3 c1l3 ºfi 
Operando,se obtienen los términos de la (111) 
= ( A21 Bu+ A,, B12) t1 +(A22 B11+A, 2 0,2) ~t' + 
+ ( Â21 02.1+ A li 022.) ê).U.i + ( A,2 02,+A,2 01~ cl,«_2+ 
clf' dfz 
+ ( A2, 93,+ A,1 e,J o-«3 +( Â2.2 031+A 12 0aJ d¼ 
ci ~• df2 
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y llamando 
B,c= A11 aa., + A,2 aa., 
ª(, Jf, ( 432) 
Considerando (131) y (132) se obtiene 
que se puede escribir co~o 
- 34 -
a.u.; + a-<.1..'3 = A1, ell d-U., + Aii en ;,,4, + A33 e◄ 2 a.u, + 
d '.\é'i d )(' 2. d p, a tz. a f 3 
+ A21 823 êl'-<., + A22 923 d.«i + A 33 912 d..U.i + 
clf, d~, df3 
+ A2.1 833 -a,(.(,+ A22 0,3 J.a1+ A33 0:n. a,(,(. (126) af, d f2 d,3 
Derivando la (71) tendremos ,d~, d,, 'fú 
,, L [~,] l~''1 
Jf, j ª1' CJú + L.1_ d_Q_, ( 42.7) , 2 a,, 'h·, 
d.«.3 9ú 
if 
\tf; 1 91, 1 
r3 t [Pi]{!::} (428) dLl2 _ oa., q"( z:..,_ aa: lªf f ~ ;) f2 L 2 ºf1 cj,4_3 ~3, 
ªf2 
(d.«., l 
:r:2 = ?½ª' tt ~t] {;:J (i29) rl• j a,u.3 
J(3 
Estos valores se reemplazarán en (122),(123),(12~),(125) 
y (126) 
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Similarmente la (123) quedará 
= 012 e :132, ~ti+ 0 l ]ú r3 t, [A] \l:~1) + 
+ ez, ( ~z, ~; + ~ ~ Bai rl ti [ft] (tJ)+ 
+ 83;_ ( 12, ~3,+f t.132, (3 t [9Í,] (tJ) 
Donde 
y la (124) poderá expresarse como 
d-ll', +~ = 01, (Bz, Q I i + z. l .Bz, 1:3 t r .12\] (lt;i) )+ 
(ns) 
<:)}(.'z Q)('.'f t L 2 f ~ 
+tl,2-(]1i~1,+~ i B1i f3 t [fi] l1:J)+ 
+ B21 (Bl, ~,,+ ~,t Bl; r 3 li [0J f ;:J)+ 
+ e,z (:51, 12,+~ ! 13,; f3 t (f,] ti:·,))+ 
+ eJi (:Bz, 93,+.z;:,1"J3z, f3 t, [,PJ t~:J)+ 
t-831. (8,, 13,+ L ..L J31é f;, t [ /J ('h,l) (t37) 
L 2.. l'ls,) 
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De la misma manera se procede con (1?5) y (126) 
= el3 (-s,c 1,é + ~ 1 :ei,c f1 t [Y',] (l!'.1)+ 
+Gq ( ~ 1 c!l te ~d (~;~))+ 
Siendo 
+023 ( J31, ~~; + ~ i B1, f 3 L [>25,) [l~;l )+ 
+02.1 ( L .!_ C1, t{,0;} \1,;,_/)) + 
l 2. (is< 
+e33 ( b1 < ~3 ,+ ~ l :ri., f 3 te[/] r;:,;\)+ 
+ 8;1 ( ~cii te [Pl] (i;;)) 
:= 0n (Bzi ~1,+~ ~ 13zi f, ti [}6,] [l:~1)+ 
+ en_ ( f ~ c,i L [95;] [i;J)+ 
+ e23 e :Bzi 1,i + ~ 1 Js 2 , r~ t ~ J l1:~) )+ 
+e22 (.Z..1. e,, t [P,] [~v,) )+ 
l 2 'fs,) 
+G33 (Bi:1 3,f~~l>2,r,t{9J t~:J)+ 
(i4o) 
-re,z (~; e,, ([~1] l~:·,)) <i ⇒ 9) 
Con las (134),(135),(137),(138) y (139) se puede obtener 
la expresion (111) de las deformaciones específicas en las dire 
cciones locales en función de los desplazamientos nodales. 
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[E'I,., [ B,] [e] (~:1l+4½ tl [ r3[:BJt[cJJ[e Jl~J t~:J (HY 
\q3l 
Siendo 
::0, ' o o 
[ Bl]= 
o B2l o 
-B2., J31 t o ( l 42) 
o o .:Bii.. 
o o -1,.ú 
y 
o o o 
[ cl]= o o o ( l Li.3) o o o 
C,é o o 
o e,, o 







' ' 1 ~,; ' ' [o] i,.-' ' ' ' ~., ' ' ' ' T ' ' 
[fl ],x3 ' ' (i'tÍi) 'f J .M,J. 
' 
·-----··-1ú-J ----- 1•• vJ ' ; pf, 3,Z '° ' ' "l,s ' ' ' ' ' ' 1,s ' 








MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO 
Volviendo al capítulo II, podemos utilizar las fórmulas 
(47) y (53). Expresando esta última enforma matricial, obten-
dremos la matriz de rigidez k del elemento. 
En el vector de los desplazamientos nodales generaliza-
dos que aparece en la expresión de las deformaciones específi-
cas (144), se ve que en el mismo,aparecen primero los desplaza 
mientos de todos los nudos del elemento y sólo después las ro-
taciones. 
Por consiguiente,para disminuir el ancho de la banda de 
la matriz de rigidez de la estructura, habrá que reordenar las 
matrices de rigidez de los elementos de manera tal, que en el 
vector de los desplazarnientos generalizados noda.les, aparezcan 
agrupados los tres desplazamientos y las dos rotaciones de cada 
nudo del elemento considerado. 
En la fórmula (145) se presentará la matriz de rigidez 
del elemento sin dicho reordenamiento, ya que de esta manera, 








[.kA,j] = [ e] c~J[E][:Bjj [ 0] ( 141) 
3,, 
[k~'J] = ~ tj [e][l3S[E] [r3IBj]t[cj][e]T[,0j] (148) 
,,i 
[ Rc 'J] ~ j Uj [p;f [e] [f, [ llc}+[c,J]l E l[f, [ E J,~ Jle f [9;] (14,) 
l,l 
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Por lo tanto,para obtener la matriz de rigidez de un 
elemento habrá que resolver las siguientes integrales, 
1 t 1 
f Jf [e][B.Í[Ej[:BJ][efl/J"I/ d(,dfidf, 
-{ -, - 1 
donde 
~ i 1 
JJ,, E, 2 B,J +B,, E-,3 :fl,j 
.13,, E,,JJ,jtB,, E,,. B,j 
o 
JJfa[e][13S[E] tJ f3[:BÀ][e][pjJI/JII df,df2dr3 
- 1 - 1 - 1 
1 ! 1 f f f1[e][:BS[E] ti[cj][eJ[PJ]i/Jj/ df, dr2df, 











! J l T 
J J f t [;(] [e J f; ,:[:BS [E]~ [ J3J] [ el~-J/jJj/ d ft d f2 dr3 (155) 
...... f -i 
f Jj' ~ [iJ [e] t; ,3 [ Es [E] tj l e~ [ e ]T[f25j] li Jjj d f' d f2 d ,3 ( f 5 6) 
-1 -1 ·I 
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• • l JJJ 1 [,0,-]'[e] t, [c;f[E] tj f.a[:Bj][er[Pj] IIJII df,dfzdf, (151) 
- • -1 -• 
donde 
( 15 B) 
f f J + ~f [e] t [ cJ[E] tJ[ cj][ ef[r6j] li JII df, df2cl f3 (rsg) 







C A P I T U L O 4 
FUERZAS NODALES EQUIVALENTES 
4.1- INTRODUCCION 
En la fórmula (54} se rnostraron las expresiones de las 
fuerzas nodales equivalentes para cargas de supreficie distri 
buidas y para cargas de volumen. 
En este capítulo, se explicitarán las fórmulas para el 
elemento estudiado y tarnbién se considerarán otros tipos de 
cargas. 
Las expresiones de las fuerzas nodales equivalentes,se 
obtuvieron mediante la aplicación del principio de los traba 
jos virtuales. 
Los índices i y j utilizados en este capítulo,variarán 
de 1 a 8. 
4. 2- P E S O P R O P I O 
Para peso propio,se pueden explicitar las fuerzas equi 




se obtuvo de escribir enforma matricial la relación (71) 
(163) 
y (164) 
donde f.,~ y ~ son las componentes del versor aceleración de la 
gravedad en el sistema global elegido, multiplicado por el p~ 
so específico del material que compone la estructura. 
Recordando que 
(165) 
la (161) quedará, considerando solamente un nudo 
donde sólo aparecen fuerzas nodales en lastres direcciones de 
los ejes de referencia, porque no hay solicitaciones que provQ 




VARIACIOI; DE TEMPERATURA 
Con el Principio de los Trabajos Virtuales se obtiene 
que lQ):::-J~[E](e;Jdv (167) 
V 
donde[~] se obtiene al expresar en forma matricial la (144) 
ft;=[/3] l9} (168) 
y(E~\son las deformaciones específicas producidas por la vari~ 
ci6n de la temperatura. 
(169) 
Se adopt6 para la temperatura T,una variaci6n cuadráti 
ca sobre la superfície de los elementos y una variaci6n line 
al através del espesor. 
O sea que,según la (169) las deformaciones específicas 
pueden variar cuadráticamente, cuando para la formulaci6n a-
daptada tendría que ser lineal, 
Prácticamente,la diferencia de aproximaci6n en el or-
den de las deformaciones específicas conduce a resultados a-
ceptables y permite,en este caso,abarcar distribuciones de tem 
peraturas de mucho interés, como es el caso de cuando varía li 
nealmente en el espesor de la estructura. 
Entonces se definirá: 
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T = T(r,, f•,f,) = a, T, + f, a,AT, (170) 
Tsu ~ 






T~up=temperatura en la cara superior 
T: l L\1.:. 
Ttnf =temperatura en la cara inferior 
Desenvolviendo la (167) 
l+\/ 1 
'Hl 1 
O =-ctTE O (173) 
o (i-\J) o 
o o 




Teniendo en cuenta la expresión (173); de las fórmulas 
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[B,]c [ ;•• 
o E,,_, o L] a.ii: B,l. o o o B,~ (175) 
[cjc[: 
o o o 
;., ] o o o 
o o e~~ 
(176) 




Operando y expresando la (178) para un nudo genérico i: 
(179) 
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4.4- CARGA DISTRIBUIDA SOBRE LA 
SUPERFICIE DE LOS ELEi~ENTOS 
Las cargas podrán variar cuadráticamente y la expresión 
de las fuerzas nodales equivalentes será: 
t~l~Í r~r3 (rsLdn (180) 
T '.Q_ T 
donde [NJ es la parte de [NJ que queda después de eliminar las 
columnas y las filas correspondientes a las rotaciones, ya que 
en dichas direcciones generalizadas no hay cargas actuando. De 
allí proviene también que la dimensión del vector de las fuer 
zas nodales se haya indicado por 24xl. 
(~\ es la función que expresa la distribución de las 
fuerzas de superfície en función de los valores nodales de las 
mismas. 
(181) 
O: · a· 
' ' ' o:-----------: o 
' :, o ª~: ' 
(i82) 
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, fr .. ,J 






df1 df: (184) êh.1.. dX-1 
Jfl 'áfz 
tendremos 
{QL~[ [Nf [ NJ frs\ d.O. ( 185) 
y para un punto nodal 
/ o,ij' a j [2:}r, ,p 
·H-1 
(186) 
4. 5- CARGAS DISTRIBUIDAS SOBRE 
LOS LADOS DE LOS ELEMENTOS 
Como ya se vió la expresión de las fuerzas nodales es 
(187) 
Como la matriz [NJ (163) es de 3x4O, ya que sólo conte~ 
pla las tree direcciones de los ejes globales, es insuficiente 
en este caso puesto que el vector [r-4 de fuerzas distribuídas 
sobre los lados de los elementos es de 5xl. Esto se debe a que 
también tiene en cuenta los momentos distribuídos, que estarán 
en correspondencia con las rotaciones que no figuran en [N]. 
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Por ello,es que se definirá una nueva matriz de interpo 
lación [ N'J. 










O a, ---- _________ ; ____________ . 
' o o a, 
o o o 
La5 fuerzae distribuídas serán 
''" l a, o o o o ' f,b o a, o o o 
(r1} = a, ' f1,, = 1 o o a, o o ,. 
f~,; o o o ~· o 
f,1 . 
5( 

























o sea que la (187) quedará 
; 
f,e 
" 1 T fl,; (Q\= [N'J[N''j fh, d~ 
,(0 ,i 40~5 Sr40 f1,, f 
( 191) 
f~s, 
Como las cargas se consideran aplicadas en la superfície 
media de la estructura podemos poner que [N'}-[N"j para este ca 
so. 
Por lo tanto,para un punto nodal eerá: 
(192) 
donde las k se refieren a los nudos que están sobre el lado 




tenemos que df,=0 por estar en la superfície media y ser el 
valor de f, =cte •• 
Como las cargas están sobre los lados de los elementos, se pu~ 
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den presentar doe casos. 
1!:' Caso f2=±1 df:,,= O 
dÍ=V& df1 (194) 
con g,.= ("X.' /+ 
ªf◄ 
( õx.2f + ( ª"'i2 
ºf1 ªf• 
(195) 
2~ Caeo f - +1 , - d(,= O 
df='i"&2 d f2- (196) 
con g -( àx1 i2 + (d...H )'" + (?X,)" 
22.- ~ ºy• ar, (197) 
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C A P I T U L O 5 
CALCULO DE LAS TENSIONES 
5.1- TENSIONES REFERIDAS AL SISTEMA LOCAL 
El cálculo de las tensionea en el sistema local ( ' x, ' 
1 
Xi' 
ea inmediato,porque se conoce la expreaión de las deforma-
cionea específicas [t') en e11e sistema. 
Las tenaiones eatarán dadas por 
(199) 
Deaarrollando la (198) e introduciendola en (199) tendre 
moa. 
-S,, ( er, 1,i + e,, ~" + e,, ~,i) + ?-± te r3 J3,, [ e,1 ( 9",, 1•,+ ~t '1s-,)+G,1 (p,.,, ~4,+9k,1s)+&51 (Par, ré9Í,,~s~ 
Jt ( eu91,+ e,,. ~2 ,+ /931 13 ) + 4'- l t; r, Bú [9,z(çí{< ')1c+ yÍ $-J+ e,, (9.,1,}1,+~z?,~)+8,,~1,1,,+Jf«'t',j 
(1,1, e12+J3.,,e1,)1q1,+(E1,e,,+B2,e,,)1,; + (B,,e,,.+B,J),1) 13, + Lf lc'3 [(B,,9,,+Ba.ie.,} 
, (,;í11 , ~ 4,+Ç?)« 1s.-) +( E,, 02 ,+B,,8,Xp.;,,f,,+~22,Js)+ (Ei, 0,,+Z,,fJ.Xiii,,1;;+ç;i, ?siJ 
131, ( 8,3 ~,,+ e,3 'p, + 0331,) + ~ ½ b [ ( f 3 B,i e,, +C,, e,.) ( P,1, 94,+ '128si} + ( fa E,' e.,3 + GJt,1~ 
X (021, ~;,f P.,217s,)+ ( '3::B.i 0,,+ c,,e,,)( yi31, 9,, +faz< 1,,)] 
:J3.,J 8,3 ~ 1,+e, 3 ~,,+833 93~ + ~ j lt [ (y 3 B.,, B1;+Ci, 8,2)(~1,q4,+í3,,i~5 )+( f1 Bzc 823+ C,, 0,.2)• 




Como se ve no aparece la tensión en la dirección normal 
a la cáscara, porque se ignoró la energía de deformación en 
esa dirección. 
La expresión de la matriz de elasticidad [E] ya se dió 
anteriormente en la (78). 
5.2- TENSI0NES REFERIDAS AL SISTEMA GLOBAL 
si se desean calcular las tensiones referidas al sistema 
global, se debe realizar la siguiente transformación: 
rr;,I hx;"; :E>t!, x; T 
[e] .0;"Í o;( %, ' ' [ e] Jt.,t, )t:.3 ( 201) 
Px;x; h;" Xz~J. 1))(,3 
Õx•~ =0 
En la superficie de la estructura ~x'.x, y kx~x', serán nulas. 
Los valores de las mismas, que aparecen en la fórmula 
(201), son el promedio de dichas tensiones através del espesor. 
La distribución de estas tensiones,serR p~rabólicA y sus 





Si ee deeean calcular lae teneionee principalee,ee pue 
de diagonalizar el teneor de teneionee (201), por ejemplo uti 
lizando una eubrutina para el cálculo de autovaloree. 
Loe tree autovaloree,noe darán lae teneionee principª 
lee y el autovector correepondiente a cada uno de elloe, noe 
dará loe coeenoe directoree de la dirección de la teneión priB 
cipal referentee al eietema global. 
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C A P I T U L O 6 
I N T E G R A C I O N N U i: E R I C A 
6.l- INTRODUCCIOl'i 
Como es habitual en la aplicación de los elementos de 
tipo isoparamétrico, las integrales de la matriz de rigidez. 
y las de las expresiones de las fuerzas nodales equivalentes, 
se resuelven enforma numérica. 
En este caso se integró numéricamente utilizando el 
método de Gauss. 
También, se presenta la llamada integración numérica re 
ducida, que es de fundamental importancia en esta formulación, 
pues es ella, la que permite la convergencia a la solución con 
siderada exacta en el caso de cáscaras delgadas. 
Este capítulo, se basa principalmente en los artículos 
de las referencias (IX) y (XII). 
6. 2- INTEGRACIOrí NlWERICA 
Las integrales presentadas en los capítulos 3 y 4 ser~ 
solvieron numéricamente con un método propuesto por Gause en 
el ano 1814. 
- 60 -
Gauee,propueo expreear el valor de la integral por una 
eumatoria del tipo: 
1 
Jf(r) df i Hj f(ad) 1 :f 
-l d 
( 202) 
donde n ee el número de puntoe de integración elegidoe en la 
dirección f y ªj eon lae abecieae de dichoe puntoe. 
HJ eon coeficientee,que dependen del número de ·puntoe 
de integración adoptadoe. 
Loe valoreB de ªj y Hj ya eetán calculadoe y tabeladoe 
{V), (XI) para diferentee valoree de n. 
La juetificación teórica del método, ee puede ver en la 
obra de Kopal (XI). 
La fórmula (202) ee exacta,eiempre que f(() eea un PQ 
linomio de grado igual o menor que 2n-l. 
La fórmula (202) ee puede.extender a otroe eepacioe. 
1/')j 1!!2 
) df, d f, = ff, H, Hj f(f1, f,d (203) 
A4t IYJAIJ12tn3 
_Jf [ f( f,, fz,f3 ) d~, d~ d~, =l~H,HjHtf(f,,, f..J,f,,c) ( 204) 
En eetae últimae doe fórmulae,ee pueden tomar diferentee 
cantidadee ni, n2, n3 de puntoe de integración para cada dire 
cción. 
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6.3- INTEGRACION NUMERICA REDUCIDA 
Se ha demoetrado,que la cantidad de puntoe de integración 
neceearioe para integrar la matriz de rigidez,debe eer como míni 
mo igual a la cantidad de puntoe neceearioe para integrar exacta 
mente el volumen de un elemento. 
Para el elemento en cueetión Zienkiewicz recomendá prim~ 
ramente el eiguiente eequema de integración. 
Para la dirección F_• ----·-····-·--··- n= 3 
Para la dirección ~'------------·- __ n =3 
Para la dirección ~3 ________________ n = 2 
Eete eequema de integración,eólo reeultó adecuado cuando 
ee trataba de cáecarae grueeae, en el caeo de lae cáecarae delga 
dae,eate eequema de integración,no conducía a la convergencia ha 
eia la eolución coneiderada exacta. 
Para ealvar eete inconveniente,ee empleó un eietema de in 
tegración reducida. 
JUSTIFICACION DE LA REDUCCION 
DEL ORDEN DE INTEGRACION 
Al aplicar el método de loe deeplazamientoe con la técni 
ca de loe elementoe finitoe, ee vió que ee reducía, para loe fi 
nee de cálculo, un eietema infinitamente hipereetático a otro, 
con un número finito de gradoe de libertad. 
Eete paeo ,conduce a una idealización de la eetructura,que 
reeulta máe rígida que la original. 
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Dependiendo del tipo de problema, esta rigidez excesiva 
se acentúa, como en el caso de las cáscaras delgadas, por eje~ 
plo, y es necesario tenerla en cuenta. 
La integración reducida empleada permitirá corregirla. 
Para ejemplificar, tomemos un elemento que permita una 





Si se aplica a dicho elemento un estado de flexión pura, 
éste se deformará como muestra la FiGura l?-b porque se impuso 
variación lineal de desplazamientos. 
La deformación real, sería la que se ve en la Figura 12-c. 
La diferencia entre las deformaciones de las Figuras 12-
b y c, se debe a la introducción de una rigidez excesiva al es 
fuerzo cortante. 
Kótese que se trata de un estado de flexión pura, por lo 
que no debiera haber deformación por corte. ( las rotaciones 
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de lae eeccionee con reepecto al eje del elemento ee mueetran 
en la figura 12-b') 
Sin embargo,3i la energía de deformación por corte ee 
integra,tomando eolamente un punto de integración en la direc 
ción ( 1 , vemoe que ee elimina la rigidez exceeiva al corte y 
el elemento actúa como ei ee deformaee de acuerdo a la figura 
12-c. 
Si ahora ee toma un elemento de variación cuadrát;Lca 
(figura 13-a) y ee lo eomete a un eetado de flexión pura ( fi 
gura 13-b), vemoe que aparentemente puede repreeentar la de 











Sin embargo,e~te elemento no podrá reproducir la defor 
mación producida por un e~tado de flexión, con momento~ va-
riando linealmente a lo largo de su longitud. Por comodidad 
se tomarán los momentos extremos iguales. 
En este caso,aparece nuevamente una deformación por cor 
te indebida, por el hecho,de que el elemento cuadrático es in 
capaz de aproximar debidamente una elástica de tipo cúbica. 
Como la variación de momentos es lineal, el esfuer7,o de 
corte o la rotación de la sección respecto al eje del elemento, 
es constante; sin embargo,para la deformación de la figura 13 
-c,las rotaciones de las secciones siguen una ley cuadrática. 
En la figura 13-e se representan las rotaciones de las 
secciones. En dicha figura e, es la rotación correcta y 8 es la 
rotación excedente. 
Se trata de buscar la manera de eliminar la influencia 
de 8 
Para ello,consideremos la figura 14 en la que se indica 




La ecuación diferencial para dicho elemento, sin conside 
rar la influencia del esfuerzo cortante, será 
d2ll3 
d x/= ~ ( 205) 
en donde se hizo ft = 2 2S1 (206) 
b 
La ecuación de los momentos será ~ = _g }; x 1 
donde M representa los dos momentos extremos. b 
Reemplazando (207) en (205) 
d2Â,(_3 - 2 li x.i 
d..x.L 2 - b EI 
( 208) 
(207) 




Teniendo en cuenta las condiciones de borde 
Si x, = o , sera U3 = 0 C.2. = O 
Si Xi= E_ 
, 
sera U5 =0 
2 
Por lo tanto º= M E. ô+ e, E. ( 211) 3 bEI 8 2 
( 212) 
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Reemplazando las constantes calculadas en (209) se tie 
nela ecuación de las rotaciones: 
2 du, _ M x, -




Por lo tanto,se pueden hallar las coordenadas de los 
puntos en los cuales las rotaciones son nulas. Para ello se 
anula la (213). 
y recordando la (206) 
( 214) 
En el formuleo presentado no se tuvo en cuenta las defor 
maciones por corte. Si llamamos 0 a la rotación total, de mane-
ra que 0=0s+0 , vemos que si elegimos como puntos de integra-
ción a aquellos que tengan abscisas f,=±ff entonces eliminaremos 
la pa~te e de e , quedando solamente la parte Bs que nos dará 
las deformaciones por corte 
Si la cáscara es gruesa, entonces Bstendrá suma importaQ 
eia, y en el caso de cáscaras finas su influencia será despreci~ 
ble. 
- 67 -
6.4- ELEMENTOS CURVOS 
Pawsey (XII) estudió el efecto de la disminución de la 
rigidez a flexión debido a la curvatura del elemento. 
Demostró,que para eliminar el errar introducido por la 
curvatura del elemento en el cálculo de la energía de defor 
mación en la dirección de las deformaciones norma]es,justameg 
se deben escoger para la integración numérica loé' puntos 
6.5- CONCLUSIOr-ES 
Después de 5.3.1- y 5.~- se puede considerar como muy 
conveniente el esquema de integración de 2x2 en la superfície 
de los elemEntos, con lo ~ue aparte de Pliminar las dificulta 
dcc nro~~cidas por ln excesiv9 rigide? de los elementos, se 
con~igue una disminución de suma i □portancia en el tiempo de 
procesarr.iento de un programa automático que emplce este ele 
menta. 
Por lo que el esquema final de integración adnptado.es 
el eiguiente: 
Para la dirección{, ......•..••.•... n=2 
Para la di rección f, ................ n = 2 
P 1 d . . ' f' ') ara a 1recc1on í• ...•............ n =~ 
que coincide con cl aooptado por Zienkiewic? en (IX). 
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Pawsey (XII) utiliza un esquema de integración más so-
fisticado, integrando con una cantidad diferente de puntos p~ 
ra distintos términos de la energía de deformación 
Energía Puntos en la superfície ( f, , fz) 
' , 
Ex~i<l.EnE~"~-. • • • • • . • • • . . . . . • • • 3x2 
El equema adoptado en este trabajo,permite la convergeg 
eia tanto en el caso de las cáscaras gruesas,como en el caso 
de las cáscaras delgadas,tal como se mostrará posteriormente 
con diversos ejemplos. 
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C A P I T U L O 7 
PROGRAMA AUTO~ATICO 
7.1- INTRODUCCION 
Aplicando las formulas deducidas en los capítulos ante 
riores, se implementó el elemento cuadrático isoparamétrico 
tridimensional deeenerado,en un programa automático capaz de 
resolver cáscaras finas y gruesas. 
El programa se preparó para el sistema IB~ /360 modelo 
40 • 



































Las causas que originan esfuerzos en las estructuras 
mencionadas y que pueden ser calculadas con el programa pro 
puesto son: 
cargas concentradas (fuerzas y momentos) 
cargas (fuerzas) distribuídas sobre la superfície 
media con variación cuadrática. 
cargas (fuerzas y momentos) distribuídas sobre 
una línea perteneciente a la superfície media.Pue 
den ser de variación cuadrática. 
variación parabólica de temperatura sobre la su 
perficie. 
variación lineal de temperatura en las normales a 





Los resultados que el programa proporciona son: 
Tensiones en las fases superior e inferior de la 
cáscara,sobre la normal a la superfície media en 
los puntos nodales, referidas al sistema local. 
Tensiones en los mismos puntos que en el caso an 
terior, referidas al sistema global. 
Tensiones tangenciales máximas. 
Tensiones principales. 
Cosenos directores de las direcciones de las te~ 
siones principales respecto al sistema de refe 
rencia global. 
ESQUE~A GENERAL DEL PROGRAMA 
En el Apéndicc C,se presenta un listado del programa 
principal y de las subrutinas correspondientes. 
En la página siguiente se muestra el interrelaciona-
miento entre las diversas subrutinas y el programa principal 
enforma esquemática. 
Ese mismo esquema es el que se utilizó para aplicar la 




PAR19 1 PAR11 
PAR10 
PAR6 1 PAR12 PAR1 
PAR8 PAR10 PAR10 









PAR10 PARSA PARSB 
PAR1 






7.3- PROGRAMA PRINCIPAL Y SUBRUTINAS 
PROGRAMA PRINCIPAL 
En el programa principal se define y especifíca la es 
tructura a calc11lar y las propiedades mecánicas del material 
que la cornpone. 
Se debe indicar, cuál es la red de elementos con la 
que se hará la aproximación. 
Se leen las cargas concentradas con las que eventual-
mente estará cargada la estructura. 
Se calcula el semiancho que tendrá la banda de la ma 
triz de rigidez de la estructura y se controla automáticamen 
te que no exceda al máximo admitido, que para este programa, 
es de 90. 
Kuchos datas, los de las cargas por ejemplo, son leí 
dos en las mismas subrutinas que van a calcular las respectl 
vas fuerzas nodales equivalentes. 
La razón de esto,es que en el programa se empleó la 
tecnica de OVERLAY. 
Esta consiste,en subdividir el programa en ramas de 
manera que sólo hay en la memoria primaria del computador u 
na sola rama por vez. 
El área reservada en la memoria primaria será la de 








Leyendo algunos datos en las subrutinas que no estén so 
bre la rama mayor, no es preciso dimensionar esas variables en 
el programa principal, con la consiguiente disminución de la 
dirnensión de la rama mayor, ya que el programe. principal forma 
siempre parte de ella. 
1.3.2.,. SUBRUTINA PAR19 
Lee lastres componentes del peso específico del 
rial del que está compuesta la estructura (ver 4.2-) 
mate 
En caso de existir variaciones de temperatura, las lee. 
Si es necesario llama a las subrutinas que sirven para 
calcular las fuerzas nodales equivalentes. En ese caso llamará 
a las subrutinas PARlO, PAR6 y PARS. 
Resuelve numéricamente las integrales de las expresiones 
de las fuerzas nodales equivalentes. 
SUBRUTINA PARlO 
Esta subrutina calcula: 
la matriz [e], el jacobiano /IJII, 
los valores de B,, , B>i , C,, y las derivadas de las coordenadas 
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globales de la estructura respecto de las coordenadas curvilí 
neas f, , f 1 , f • . 
Esta subrutina !lama a la PARl. 
SUBRUTINA PAR! 
Esta subrutina calcula las derivadas de las funciones 
de interpolación Serendipity respecto de las coordenadas cur 
vilíneas f,, ,,, f•. 
Tanto esta subrutina como la anterior, son llamadas va-
rias veces en diferentes partes del programa. 
SUBRUTINA PAR6 
Con esta subrutina,se obtienen las fuerzas nodales e 
quivalentes,debidas al peso propio de la estructura. 
SUBRUTINA PARS 
En caso de existir variaciones de temperatura,calcula 
las fuerzas nodales equivalentes. 
La temperatura,podrá variar cuadráticamente sobre la 
superfície media de la cáscara y linealmente sobre la normal 
a la mtsma. 
Esta subrutina necesita llamar a la PAR5B. 
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7.3.7- SUBRUTINA PAR5B 
Con esta subrutina se calcula matriz [~l] , que es lla-
mada en diversas partes del programa. 
7.3.8- SUBRUTINA PAR3 
En caso de existir cargas distribuidas sobre los lados 
de los elementos, se leen dichas cargas y el lado del elemen-
to sobre el que actúan. 
Las cargas pueden ser fuerzas o momentos distribuidos. 
Llama a la subrutina PARll. 
SUBRUTINA PARll 
Calcula las fuerzas nodales equivalentes correspondientes a 
cargas distribuídas sobre los lados de los elementos. 
Para dicho cálculo precisa de las subrutinas PAR12 y 
PARlO. 
7.3.10- SUBRUTH,A PAR12 
Esta subrutina sirve para indicar cuales son los nudos 
de un lado de un elemento dado. 
Complementa a la PARll en el cálculo de fuerzas y mo 
mentos distribuídos sobre lados de los elementos. 
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7.3.11- SUBRUTINA PAR9 
Con ella se calculan las fuerzas nodales equivalentes 
correspondientes a cargas distribuídas sobre la 
media de la cáscara. 
superfície 
La variación de las fuerzas distribuídas puede ser 
cuadrática. 
Es complementada por la subrutina PARlO. 
SUBRUTINA PAR2 
Esta subrutina es una adaptación de la subrutina FORMB 
de la referencia (XIII). 
Ella monta la matriz de rigidez de la estructura en 
bloques a partir de las matrices de rigidez de los elementos. 
También es con esta subrutina que se introducen las 
condiciones de contorno. 
Llama a las subrutinas PAR5 y PAJH6. 
Para mayores detalles ver (XIII). 
7 .3.13- SUBRUTINA PAR5 
Esta subrutina calcula la matriz de rigidez de los ele 
mentos. 
Se han programado dos subrutinae con este nombre: una 
para cáscaras gruesas y otra para finas. 
La teoría correspondiente al segundo caso está desarro 
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llada en el Apéndice A. 
Precisa,para poder calcular las matrices de rigidez,de 
las subrutinas PAR5A,PAR5B y PARlO. 
SUilRUTD:A. PAR5A 
Esta subrutina realiza unos cálculos intermedios para 
la obtención de la matriz de rigidez. 
Se agruparon estas cálculos en una subrutina porque se 
repiten dos veces en la PAR5. (tanto para las cáscaras grue 
sas como para las delgadas.) 
7.3.15- SUBRUTihAS PAR16 Y PAR17 
Corresponden a las subrutinas DEBLO y REBLO de la refe 
rencia (XIII). 
La primara triangulariza cada partición de la matriz 
de rigidez de la estructura y la segunda,resuelve el sistema 
de ecuaciones, después de la triangularización hecha por PAR16. 
Para resolver el sistema de ecuaciones,se empleó el mé 
todo de Cholesky. 
7.3.16- SUBRUTINA PAR7 
Calcula las tensiones en ambas caras de la cáscara, en 
coincidencia con los puntos nodales. 
Las tensiones se calculan primeramente referidas al 
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sistema local de ejes de referencia y, después de una transfor 
mación, se obtienen referidas al sistema global. 
Posteriormente,con calculadas las tensiones principales 
y los cosenos directorec de las mismas respecto a los ejes glo 
bales. 
Para realizar todo ello precisa de las subrutinas PARlO, 
PAR5B y PAR20. 
7.3.17- SUBRUTINA PAR20 
Esta subrutina,corresponde a la subrutina EIGEN de la bi 
blioteca de subrutinas científicas de IBl':. 
Calcula autovalores y autovectores empleando el 
de Jacobi. 
método 
Los autovalores nos permiten obtener las tensiones pri~ 
cipales y los autovectores, los cosenos directores correspnn-
dientes. 
7. 4- UTI LI ZACION DET, PROGRAMA 
7.4.1- DATOS Dt ENTRADA 
En el cuadro presentado en la página siguiente, cuando 
en las filas A.parece una "x", significa que esos cartones no 
son obligatorios. Sólo se colocarán cuando existe la solicita 
ción correspondiente. 
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ORDEN NQ DE TARJETAS VARIABLES FORMATOS 
1 1 NN,NE,NNDP,NC,E,Ul,ALFA, 415,Fl0.2, 
NECT,ICDS,ICDL Fl0.4,3I5 
2 1 IZA I5 
3 NN I,X(I), Y(I) ,T(I) I5,3Fl0.4 X 
4 NN I,X(I),Y(I),Z(I),VX(I), I5, 6Flü.4 X 
VY ( I ) , VZ ( I) 




6 NNDP NNCD(I),ND{I),DES(I,l), 2110, 5Fl0. 6 
DES(I,2),DES(I,3), 
DES(I,4),DES(I,5) 
7 NC J,J(l),P{2),P(3),P{4), I5,5Fl0.2 X 
P(5) 
8 1 RO(l),R0(2),R0(3) 3Fl0.5 
9 NECT 1 KKK(K) 15 X 
10 veces 8 TS(J,LJ),TIN(J,LJ) 2Fl0. 4 X 
11 ICDL 1 ICL1,ICL2,ICL3,ICL4 4110 X 
12 1 JK IlO X 
13 veces 3 FXL( K), E'YL( K), f'ZL(K), 5Fl0.6 X 
Xll':l(K) ,X!lí2(K) 
14 ICDS 1 LI 15 X 
15 veces 8 FX(J,LI),FY(J,LI), 3Fl0.4 X 
l''Z(J ,LI) 
7.4.2-












EXPLICACIONES Y C01':ENTARIOS 
La prirnera tarjeta lee los valores de: 
número de nudos NN rnáx. = 100 nudos 
número de elementos NE máx.= 25 elementos 
número de nudos con desplazamientos prescriptos 
número de nudos con cargas concentradas 
módulo de elasticidad 
coeficiente de Poisson 
coeficiente de dilatación térmica 
número de elementos que tienen variaciones de temper~ 
tura 
número de elementos que tienen cargas distribuídas so 
bre la superficie 
número de elementos con carga distribuída sobre algu-
no de sus lados 
Si el lado sobre el cual está la carga, es común a 
dos elementos, se debe elegir para el cómputo de ICDL, a sola 
mente uno de los dos elementos. 
Si existen varias elementos con cargas sobre los lados, 
se deben elegir los elementos de manera que ICDL sea mínimo,por. 
que de esR manera, el programa es más rápido. 
2 •••• ) 
IZA 
( los valores de Z(I),VX(I),VY(I),VZ(I), 
l serán calculados automáticamente. 
( los valores de Z(I), '/X(I), VY(T), VZ(I), 
\. no serán calculados au tomá.ti camen te 
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3 •••• ) Si IZA=l los valores de Z(I),VX(I),VY(I),VZ(I) se calcu 
larán automáticamente. 
Se leerán los valores de: 
I número del punto nodal 
X( I) coordenada del punto nodal I en la dirección x, 
y ( I) coordenada del punto nodal I en la dirección x, 
T(I) espesor de la cáscara en el punto nodal I 
En este caso,se programa para cada ejemplo el cálculo de 
Z(I),VX(I),VY(I),VZ(I). 
Z(I) se obtiene de la ecuación de la superfície media de 






Son las derivadas de Z(I) respecto de x(I) e Y(I) 
Se calculan en cada caso para cada punto nodal I en 
función de DZX, DZY y T(I) 
Estas seis últimos cartones,se deben programar para cada 
ejemplo,reemplazarlos por los cartones Z(I),DZX,DZY,VX(I),VY(l) 
y VZ(I) que ya están en el programa principal y evitar de esta 
manera el cálculo manu~l de Z(I),VX(I),VY(I),VZ(I) y la poste-
rior perforación de esas tarjetas. 
Se recomienda seguir este camino porque es más rápido,más 
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preciso y simple, salvo en casos especiales. 
No se leerán estes cartones si IZA = O 
En caso de que el vector espesor sea paralelo al eje x,, 
se debe recurrir a la modificación del sistPma de referencia lo 
cal tal roma se muestra en el Apéndice B. El programa verifica 
automáticamente esta condición y también cambia automáticamente 
el sistema de referencia local. 
4 •••• ) Se leerán las coordenadas de los NN puntos nodales sola-
mente en el caso en que IZA=O 
I 
X(I) l 
Y( I) J 
Z(I) 
VX( I) l 
VY( I) j 
VZ(I) 
5 .••• ) 
I 
INC(I,K) 
número del punto nodal 
coordenadas del punto nodal Ide la superfície me 
dia de la cáscara referidas al sistema global. 
componentes del vector espesor en el punto nodal I 
en lastres direcciones de los ejes globales 
T<:c) 
x, Figura 15 
número del elemento 
con K=l,2,3,4,5,6,7,8 es un arreglo para indicar 
el orden de numeración de cada elemento, o sea lo 
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que se llama incidencia del elemento. 
La numeración es la que se indica en la figura 16. 
_; _____ 7 
"✓ ,;:------J.!C-,i-!::-:::, 
// ,, 
;r r! )- '2. --- .... f, ;,.t,,r 
?> ~ --.. ... 
b ', / 5 
' / 
\ 
6 •••• ) 
NNCD(I) número del punto nodal restringido 
ND(I) especifica el tipo de apoyo o restricción. 
Es un número de cinco cifras formado por la combi-
nación de los números 1 y O. 
El primer dígito se refiere a la restricción en la dirección x,. 
El segundo dígito se refiere a la restricción en la dirección xv 
El tercer dígito se refiere a la restricción en la dirección x,. 
El cuarto dígito se refiere a la restricción de la rotación q~ 
El quinto dígito se refiere a la restricción de la rotación q,, • 
Si la dirección es restringida el dígito correspondiente 






Son los valores de los desplazamientos prescriE 
tos en las direcciones mencionadas anteriormente. 
7 •••• ) 
8 ••••• ) 
9 •••• ) 
10 ••• ) 
11 •.. ) 
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J número del nudo que tiene cargas concentradas 
P(1)1 
P( 2) 
P( J) 1 
P(4) 
P(5) 
Son las cargas concentradas en el nudo J según 
las 5 direcciones generalizadas. 
ROll)1 Son las componentes del vector"neso propio" en 
R0( 2) f las direcciones x, ,xl,x3 • Ver 4.2-
RO( 3) 




temperatura en la cara superior del elemen 
KKK(K) LJ en correspon~encia con el nudo J 
Idem para la cara infericr. Ver 4.3-
Los valores ICLl, ICL2, ICL3 e ICL4 Re refieren a si es 
tán o no cargados los lados del elemento. 
En la figura 17 se indica la correspondencia de ICLl , 
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Si el lado correspondiente está cargado, el índice toma 
el valor 1 y en caso contrario será O. 
Si en la figura anterior, por ejem~lo, está car~ado el 
lado 4-7-2 tendremos: 
12 ••. ) 
ICLl = O 
ICL2 = 1 
ICL3 =0 
ICL4 = O 
JK número del elemento que tiene elo los lados car 
gados. Si el lado cargado es común a dos elemen-
tos, se debe elegir a uno cualquiera de los dos 
elementos como contenedor de la carga. Es conve 
niente elegir, en el caso de varias elementos 
cargados, a los elementos contenedores de manera 
tal que sean los mínimos posibles; ya que de es 
ta manera el procesamiento automático será más 
rápido. 







Son los valores de las cargas (fuerzas y mo-
mentos) distribuídas en el nudo K de la nume 
raci6n interna del elemento. 
Se debe respetar la numeracidn interna del elemento,por 
ejemplo,si hay fuerzas distribuídas sobre el lado 25-26-27 del 
elemento 14 (Figura 18) en la direcci6n global x~; tendremos: 
FXL(l) = O 
FXL(2) = O 
FXL{3) =O 
14 ••• ) 
11 
FYL{l) = 10 
FYL(2)=5 




FZL(l) = O 





JG',:2( 1) = O 
Xl-'.2(2) = O 
XM2{3) =O 
LI número del elemento que tiene carga distribuída 
sobre su superfície media. 





Valores de las componentes de la carga 
distribuída en las direcciones de los 
ejes globales x,,x 2 ,x3 Se reficren 
a las cargas en los nudos J ( de la nu 
meración externa) del elemento LI. 
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C A P I T U L O 8 
APLICACION DEL PROGRAMA EJEMPLOS 
8.1- EJE~'.PLO 1 
Gomo primer ejemplo, se calculó el cilindro de la Figura 
19, cargado con dos fuerzas iguales y contrarias. Por lo tanto, 
esta estructura está en autoequilibrio. 
Considerando que el problema es simétrico, se tomó, para 
efectos del cálculo, solamente una octava parte del cilindro. 
Se compararon los resultados, utilizando el programa del 
Apéndice C, con mallas de 1,4 y 9 elementos. Figura 19. 
Estas soluciones fueron comparadas,a su vez,con la obte-
nida por Timoshenko (XIV). 
En la figura 20 se muestran los desplazamientos obtenidos 
bajo la ca.rga P, para las diferentes redes de elementos finitos. 
Nótese, que consolamente un elemento ya se ootiene una 
aproximación considerable. 
También, se graficaron los desplazamientos verticales SQ 
bre el arco BC. Esta último se hizo para la solución obtenida 
con la red de 9 elementos. 
Es interesante resaltar, que debido a la forma en que se 
obtuvo este elemento, las soluciones aproximadas, pueden ser en 
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algunos casos más rígidas que la solución teórica, y en otros 
casos menos rígidRs. 
H&y que tener en cuenta, tamhién, que normalmente las 
soluciones consideradas ''exactas", dificilmente tengan en cuen 
ta las deformaciones por corte. 
t 





:e = 100 
r = 4.953 
L = 10.35 
E = 10500000. 
t = 0.094 
\) = 0.312? 
Mallas de Elementos 
2 X 2 
Figura 19 
3 X 3 
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8.2- EJE}'.PLO ::! 
Se presentará aquí, una placa cir~ul8r empctrada,cargada 
centralmente con un2, fuerza concentrada P. 
Las características de la placa se indican en la Figura, 
21, como así también las diferentes redes de elementos con que 
fue calculada la placa. 
p a= 1000, 
P= 64000, 
/ E= 200000 a 
1/, V= 0.3 
red A re d B red C re d D 
Figura 21 
Se puede observar la convergencia con estas redes, para 
una placa de espesor t=20 . Figura 22. 
0.10 
005 
.0869 __ --- ------ - --
. .ç- O 7671 
.ç- O 709 2 • 





Con este mismo ejemplo, se testá la subrutina PAR5, con 
las simplificaciones introducidas en el Apéndice A, para el c~ 
so de cáscaras finas. Los resultados, no están expuestos num~ 
ricamente, porque coincidieron exactamente con los obtenidos 
con la subrutina que da la matriz de rieidez sin simplific:ar. 
Para verificar el comportamiento del programa, cuando se 
está ante cáscaras grues~s, se calculá esta misma placa, consi 
derándola sucesivamente con diferentes espesores. 
Se cnmpararon loc resultados con loR de las referencias 
(IX) y (XV). Allí est8.n presentados los re:::,üté:doc de las teo 
rías de Reissner y Krieger, para placas circulares gruesas. 
Los resultados se muestran e:h la Figura 23, donde se re 
presentan los desplazamientos verticales de las placas de dis 
tinto espesor, referidas al desplazamiento de le.s mismas placas 
consideradas como finas. 
La malla usada para el cálculo de estas plecas, fue la 








X t/ U = Ü • 20 







Como se ve, la aproximación es buena. Lógicamente para 
las tensiones la aproximación será menor, porque las tensiones 
sólo pueden ser lineales con este elemento, mientras que en el 
caso real, no lo son. 
8. 3- EJEMPL0 3 
Este es un ejemplo clásico, que la mayoría de los auto-
res han utilizado para estudiar la convergencia de elementos de 
cáscaras. La solución teórica fue dada por Scordelis (XVI). 
Se trata de una cáscara cilíndrica, bajo la acción del 
peso propio. Figura 24. 
En la misma figura se muestran las redes empleada.s para 






diafragma \ \ 




1 X 1 
Figura 2~ 
r:: 7 .6200 
1 = 15.?40 
t::0.0762 
lf= 40 
2 X 2 
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Por simetría, sólo se tomó una cuarta parte de la cásca 
ra cilíndrica. 
En la Figura 25,se muestran los desplazamientos vertic~ 
les en la sección media AC,y en el diafragma BD se graficaron 













Oº 20° .. 
-0-




• malla de 1 x 1 
o malla de 2 x 2 
40° 
Desplazamientos axiales en el diafragma BD 
Figura 25 
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8.4- EJEMPL0 4 
Se estudió el paraboloide elíptico de la figura 26-a, 
presentado en la referencia (XVII). 
para 
para 
B, e y 
ne sus 
La ecuación de la superfície media es: 
x, = o 1 
X2 = 0 f 
x, = 2 ª 2 l 
X2 = 2 a 2 j 
2. 1 1 
a - x, - x,.) 
~ 
( 21 ')) 
El parabolóide elíptico, está empotrado en los puntos A, 
D, que son los vértices de un cuadrado. 
El cuadrado que representa la base de la estructura, tie 
lados a= 3000. 
Y, el valor de f es f = 375 ( Figura ?6-c). 
Se consideraron diversos tipos de cargas: 
a-) Se supuso una carga, que podría ser debida a la acción 
del viente. (Figura 26-b) 
El cálculo se hizo, uti.lizando dos tipos de mallas de e-
lementos diferentes, una de 3 elementos y otra de 8.(Fig.26-e-f) 
Se graficaron los desplazarnientos verticalPA R lo largo 
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de la línea AC.(Fieuras 26-a y 27-a) 
En la fig11ra 27-b, se muestran los despl::i.zamientos ver 
ticales a lo largo de BC. 
b-) ~a misma estructura,se cargó ahora, con una carga dis 
tribuída, como la indicada en la figura 26-c. 
La red de elementos utilizada fue la de la figura 26-g, 
donde se considerá la simetría de la estructura. 
Los desplazamientos verticales (figuras 28-a-b-c), fue 
ron representados en las secciones EF,GH,AB. (figura 26-d) 
c-) Utilizando la misma malla de elementos que en el caso 
anterior, en la figura 29 se graficaron, para las mismas sec 
ciones, los desplazamientos verticales producidos por una car 
ga concentrada P, en el centro de la estructura. (figura 26-d) 
8.5- CONCLUSIONES 
Durante mucho tiempo, se tentaron diversas formulacio 
nes para resolver cáscaras, pero, ninguna de ellas consiguió 
tener tanta generalidad como la aquí presentada. 
Zienkiewicz, exagerando un poco, se refirió a este ele 
mento, llamándolo de"universal" (IX). 
Además de su capacidad de resolver cáscaras gruesas y 
finas, lo que llama mucho la atención,es la convergencia obte 
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nida con mallas poco refinadas. 
Pero, lo más notable, es la convergenci~ ~lcanzada dis 
minuyendo el número de puntos para integrar numéricamente la 
matriz de rigidez. 
El esquema de integración numérica reducida permitió, 
no solamente la convergencia en el caso de las cáscaras finas, 
sino una conGiderable disminución en el tiempo de procesamieg 
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A P E N D I C E A 
~:ATRIZ DE RIGIUEZ PARA CASCARAS DELGADAS 
Con la matriz de rigidez presentada en el capítulo 3 y 
empleando el esquema de integración reducida del capítulo 6 
se pueden calcular con éxito cáscaras gruesas y finas. 
Sin embargo,para estas últimas es posible hacer todaví 
a otra simplificación que redundará en una gran economía en 
el tiempo de computación. 
Si para estudiar una cáscara fina se trabaja con la su 
perficie media de la misma, ignorándose la influencia del es 
pesor; la (59) se transformará en 
(Al) 
variando e i= 1,2, 3,4, 5,6, 7,8 
puesto que en este caso es 
Con la hipótesis adoptada en este Apéndice tanto la m~ 
triz [e] (81) como el jacobiano (88) serán independientes 
de f 3 
Por lo tanto,es posible integrar explícitamente las in 
tegrales que componen la matriz de rigidez de un elemento en 
la dirección normal a la superfície media. 
- 105 -
Integrando las (150), (152), (153), (155), (156), (157) 
y (159), éstas se reducirán a: 
1 1 
2 ff [e][B.J°'[EJ[Bj][ef!IJII df1df1 
_, -1 
t~ s·s I [ e][BJ'[E] [ cJ[ef ~~11 d,, d,. 
~1 -1 
4 4 T T T 









[~]'[~[Bf[E] [BJ[ef[0~] IIJII df, dfz 
J'J,'[í4J[eJ[c,f[E] [c~[eJT;J IIJJI df, df~ 






Las restantes integrales son nulas, puesto que: 
1 
J, f3 df3 = o (A7) 
Con esta aproximación, se obtiene una sensible disminu-
ción en el tiempo de computación, sin que se note diferencia 
numérica en los resultados encontrados para cáscaras finas. 
Para cáscaras gruesas, no es válida la simplificación 
introducida en este Apéndice. 
- 106 -
A P E N D I C E 8 
MODIFICACION DEL SISTEMA n;: R:;::FEREI:CIA LOCAL 
En 3.2- se definieron los eJes de referencia locales co 
mo productos vectoriales entre los vectores componentes deles 
pesar y el versar del eje de referencia global Xi-
Con la fórmula (73) 
(ver figura 11) 
se definió el eje 
Esta definición,no es válida en el caso en que~; es P! 
ralelo al eje x,. En este caso se definirá 
(Bl) 
donde j es el versor de la dirección de x 2 • 
O sea se reemplaza el eje x, por el x2 y las fórmulas 




Lo mismo ocurre con la definici6n de [e]. En este caso 




A p E N D I e E e 
P R O G R A M A A U T O M A T I C O 
En este Apéndice se presentan los listados del Programa 
Principal y de las Subrutinas que componen el programa autoroá 












REAL *8 C,RE,XJ,Xl,ET 
C II' E 1\ S ION Q ( 5 C C ) , X ( l C C ) , Y ( l C O l , Z ( 100 l , V X ( l 00 ) , VY ( 100 l , V Z ( l C O l , 
*INC(25,Sl,J\J\CC(50l,REC81CC),DES(50,5l, 
*P(Sl,RC(3l,FXL(3l,FYL(3l,IAX(9C) 
Cll'ENSICN FZL(3l,Xl'l(3l,X1'2(3l,KKK(25l ,ND(50l,T(100) 
C0,.,1'011 K2 
DEFINE FILE l(9C,1CCO,U,K2) 
IR=5 
Ili= é 
CC 11111 Jl/=l,5 
.lo.R L T -E.J I .. , l U - - - - - -- --
FOR l' A T ( 'l',lSX,'ANALISIS DE CASCARAS'//) 
IIRITE(Ill,12) 
FCRl'AT(// 1 ANORES L. HALBRITTER CCPPE - UFRJ') 
IIRITE(IW,14) 
FCRl'AT(//3X,'J\J\',3X,'NE',3X,'I\I\CP',2X,'NC',4X,'E',10X,'NU',6X, 




IIRITE(Il. 1 251 







CC lCC 1=1,NN 
Z(I)=(45CCCCO.-X(ll**2-Y(ll**2l/6000. 
OZX=X (1 )/3000. 















3C FORMAT(//15X,'NUOOS OE LCS ELEMENTOS'/) 
00 36 K=l,NE 
REACIIR,351 I,IINCII,Jl,J=l,81 
hRITE(lh,35) I,(INCII,Jl,J=l,81 
.. .3.5. F.O.RJIAJ ( SL5.J- -· - - - - -- - - - -- - - - - ... - . -·- - - - - .. - __________ - - - - - - .... - -
36 CONTINL:E 
liRITE I n, 191 
19 FORMATl//22X,•CONOICIONES DE CONTORNO'//! 
WRITE(Il,,181 
18 FOR~ A T ( 6 X , 'NNC O ( I ) ' , 2 X, 'N D ( l l ' , 2 X, ' CES ( I , li ' , 2 X, 'O E SI I , 2 l ' , 
*<X,'CEStI,31',2X,'OES(J,4l',2X,'OES(I,5l'/l 
R E AC ( l R , 3 )( 1\ NC O ( I l , N D ( I l , CES ( I , l l , D E S ( I , 2 1 , D E S ( I , 3 ) , O E S ( I , 4 ) , 
*DES(l,51,I=l,NNDP) 




DO 5g I=l,1\1 
59 Q(ll=C. 
5C FORMATl//15X,'CARGAS APLICACAS EN LOS NUDCS'//1 
IF(I\C) 7,7,8 
7 ;.RITE(Ih,Sl 
g FCRMAT(//lOX,' NC HAY CARGAS APLIC. EN LOS NUD□ S 1 //l 









CC 57 11=1,5 




DO 173 ll=l,NE 
CC él 1=1,E 




__ _ao_ ___ - lBAí'.;o-lBA~ __ ... __ .. ___ ..... _______________________ ... _. _____________ _ 
81 CONTINLE 
61 CONTII\UE 
113 CCNT INLE 
WRITE(ll,,,70) IBAM 
70 FORf'AT(//5X, 1 AI\CI-O SEf'IBANDA =',15) 
lF(lBAf'-9C) 63,63,64 
64 WRITE(I,,65) 
65 FORf'ATI//SX,'ANAL!SIS SUSPENDIDC - ANCHO BANDA EXCEDIDO') 
GC TC 11111 
63 CONTII\UE 
XJ=C,577350269lESé2é 
CALL PAR19 (NE,IBAM,XJ,Q,INC,VX,VY,VZ,ALFA,E,Ul,X,Y,Z,NECT,NN) 
IFIICCL) 371,368,371 
371 CALL PAR31ICDL,XJ,Q,INC,X,Y,Z,VX,VY,VZ) 
368 CONTINLE 
H=E/(1,-Ul**Z) 







IF( ICCSl ~11,511,SCC 
- 112 -
5CO CALL PARS(NE,INC,Q,XJ,X,Y,Z,VX,VY,VZ,ICDS) 
511 CONTINUE 
CALL PAR2 (Nl,IBA,,RE,VX,VY,VZ,Cll,012,021,D22,C33,D44,C55, 
*INC,XJ,C,CES,NNCC,NNOP,ND,X,Y,Z,NE,[AX,IC,LB) 
CALL PAR17 (IC,IBAM,LB,Nl,RE,Q,IAXl 
;,RITE(J,.,160) 
16C FOR,AT(///5X,' DESPLAZAPIENTOS'//l 
"R IT E I I W , l 611 
161 FORMAT(ZX,'NUDC',3X,'0ES X',9X,'0ES y•,1ox,•OES z•,1ox,•GIRO x•, 
*lOX, 'GIRC Y'/l 













REAL *8 AX,AE,A,ET,XI 
cr,E~SION AX(8l,AE(8l,A{8) 
111=6 
AI ll=C l.+XI l*( l.+ETl*(XHET-1. l/4. 
A(3l=ll.+XIl*ll.-ETl*(XI-ET-l.l/4. 
A(2l=(l.-XIl*(l.+ETl*(-Xl+ET-l.l/4. 
A ( 4 l = ( l. - X I l * 1 1.- E Tl * (- XI -E T-1. l / 4 • 




A X ( l l = ( l • + E T ) * ( X 1/ 2. + E T / 4. l 
AX(3l=(l.-ETl*(Xl/2.-ET/4.) 
AX(2l=(l.+ETl*(Xl/2.-ET/4.l 
- - - - - - --A-Xl-4--J ~~ l .---E-l- l-*-1 X I-12-.+,i T /-4--1- - - - - - - - -
AXlél=(l.-ET**2l/2. 
AX(Sl=-XI*(l.+ETl 
AXI E l=Xl*CET-1. l 
AX(7l=(ET**2-l.)/2. 
AE(ll=(l.+Xll*(ET/2.+XI/4.l 











SUBROLTINE PAR2 lNl,IBA/l,RE,VX,VY,VZ,Dll,012,C21,C22,033, 
*044,055,lflC,XJ,Ç,OES,flflCC,flNOP,ND,X,Y,Z,NE,IAX,IC,LBl 
REAL *8 RE,XJ,Q,S 









1 C = l 
IF!fll-LBl 200,2Cl,20l 
2Cl IIA=LB*IBA/1 
GO TC 202 
--2.CD---- -LI~f>l~LBJUL __ - _______ -- ------ ----- _________ - _____ - -- -----------
2C2 CC 103 NL=l,IIA 
lC3 RE lí\L l=C. 
2C4 DC 21C N=l,NE 
CC 207 Jl=l,flNC 
NL=llflC(N,Jll-ll*NGL-(IC-ll*LB 
IF!Nll 20l,2CE,2Ce 
2ce IF(NL-Lel 209,207,207 
207 CCflllflUE 
GC TC 210 
2C9 CG 140 l=l,40 
OC l4C J=l,40 
140 Stl,Jl=O. 
CALL PARS (Cll,Ol2,D21,C22,033,D44,C55,S,VX,VY,VZ,INC,XJ,X,Y,Z,Nl 
CC 21C Jl=l,NNO 
Nl=l!NC(N,Jll-ll*NGL-( IC-ll*LB 
IF(fll) 210,212,212 
212 IFINL-LB) 213,21C,210 
213 CO 21C J=l,flGL 
Nl=fll+l 
l=(Jl-ll*flGL+J 
00 210 Kl=l,NNC 
- 115 -
NC=I INC IN,Kl)-ll*NGL-1 IC-l)*LB 
DO 21C K=l ,NGL 
NCC=NC+K+l-NL 










222 IFINL-(LB+IBAM-lll 223,22C,22C 
223 NTCA=ND(Nl 
00 22C 1'=1,NGL 





C VERIFICAR TECNICA ACOPTAOA 
IF(ABSIDESIN,Mll-0.000001) 221,221,332 
332 IF(IC-11 221,221,334 
334 IF(NL-lBAMl 2€é,221,221 
C TECNJCA DC NUMERC GRANDE 
286 Ç(JJl=lC,E+lB*DES(N,Ml 
RE( IAA l = 10 ,E+2C 
GO TO 26S 






















GC TC 251 








GC TC 23é 
235 LLl=Le 
236 CALL PAR16 CNO,IC,IEA~,LLl,LB,RE,IAX) 
IF(NCl 237,237,23E 
237 IC=IC+l 








REAL *8 C,XJ,Xl,ET,G 
Dll'ENSION Q(5CC),INC(25,E),X(l00),Yll00),Z(lOO),VX(lOOJ, 




34 FORMAT(//5X,'CARGAS OISTR!B. SOBRE LADOS OE LOS ELEl'ENTGS'/l 
G=O •. 
3 6 FOR '1 A T ( / / 5 X , ' I C L 1 =' , I 2, 5 X , ' 1 C L2= ' , 12, 5 X, ' 1 C l 3= ' , 1 2, 5 X, • 1 C L 4= • , 
* I <l 
37 FCRMAT ( / /5X, 'ELEl'ENTO NUl'ERC •, I 3) 
DC 342 13=1,ICDL 
3! FOR/IAT(lOI5) 
REAC(IR,351 ICL1,1CL2,ICL3,ICL4 






iAR I TE ( 1 W , 7 2 1 ) ( F X L ( K ) , F Y l ( I< ) , F Z L I K ) , XI' 1 ( K l , X '1 2 ( K l , K = 1 , 3 ) 
721 FCRMAT(5Fl0.6) 
IF(ICLll 1,2,l 
l CC ~tll=l,2 
K=l-1 
Xl=XJ*!l.-2.*K) 
ET = 1 ■ 
Nl=l 
CALL PARll (XJ,l~C,X,Y,Z,VX,VY,VZ,JK,FXL,FYL,FZL,XMl,XM2, 
*ICL1,ICL2,ICL3,ICL4,Q,NT,XI,ET,GJ 
5(:1 CONTI~UE 
2 IFIICLí,) 31 1 424 1 31 






CALL PARll (XJ,INC,X,Y,Z,VX,VY,VZ,JK,FXL,FYL,FZL,X~l,XM2, 
•ICL1,ICL2,ICL3,ICL4,Q,NT,XI,ET,Gl 
55 CONTINUE 
424 IF(ICL3l 6,17,é 





CALL PARll (XJ,INC,X,Y,Z,VX,VY,VZ,JK,FXL,FYL,FZL,XMl,XM2, 
*ICLJ,ICL2,ICL3,ICL4,Q,NT,XI,ET,Gl 
sa CONTII\LE 
17 IF(ICL4l 191,Sl,191 
lSl CC 11 I=l,2 
K=I-1 
Xl=-1 • 
. . ____ --E-L=.X.J!I' iL---2--""K 1- - -- - - - - - - -- - - - - - --- _ - - - - - - - - - ___ - - - - - -- - - - - - -- -
NT=-1 










SUBROLTINE PAR5 (Oll,012,CZl,022,033,044,055,S,VX,VV,VZ,INC,XJ, 
*X,V,Z,Lll 
REAL *E BOB,Bl,B2,TBOB,TI,S,Cl,TF,FT,FTBB,F,FFEE,CCB,AM,XJ, 
*ET,G,DJ,Cl,C2,Xl,A(81,AE(8l,AX(8l,XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE,ZG 
OI I' EI\ SI ON B O B ( 3 , 3 ) , B l ( 8 l , B 2 ( 8 J , T B 0B ( 3 , 3 l , T I l 3, 3 l , S ( 40, 4 O 1 , C 1( 8 ) , 
*V X ( 1 O O l , V Y ( 1 O O l , V Z ( l O O l , X ( l 00 ) , Y (1 O O ) , Z ( 1 O O l , T F ( 3, 2 ) , FT ( 2, 3 ) , 
*FTBB(2,3),11\C(25,8l,F(3,2l,FFBBl3,3l,CCB12,3l,AM12,4CI 
C MATRIZ CE RIGIDEZ PARA CASCARAS GRUESAS 
c 
(1,=é 
CC 145 l'L=l,2 
K=l'L-1 
XI=XJ*(l.-2.*Kl 
CO 145 KK=l,2 









CO llE 1=1,8 
00 118 J=I,8 
CALL PAR~A(Bl,Cll,012,D21,022,C33,044,055,B2,TI,TBCB,I,JI 
CO llE K=l,3 
N=3* ( 1-ll +K 
CC 118 L=l,3 
NN=3*(J-ll+L 
CC 118 M=l,3 
SIN,NNJ=S(N,NN)+(TBOB(K,l')*TIIM,L))/OJ 
CGNTIIIUE 
CC 12~ I=l,E 
CO 125 J=l,8 
OC l2C K=l,3 




DC llC K=l,3 
CC 110 L=l,3 
110 TBOBIK,Ll=O. 
OC 111 K=l,3 
CC 111 L=l,3 
00 111 1"=1,3 
- 120 -
111 TBCBIK,Ll•TBOBCK,L)+Till",Kl*BCBCl",Ll 
co 121 1"=1,3 
DO 121 N=l,3 
121 B0B11",Nl•C. 
CALL PAR5A(Bl,Dll,012,D21,022,033,044,055,B2,Tl,FFBB,I,Jl 
DC 122 K:l ,3 
CD 122 L=l,3 
00 122 f,1=1,3 
122 BOBIK,Ll=BOB(K,Ll+(TBOBIK,Ml+FFBBCK,Ml*Gl*TI(f,l,L) 
·- -· _J.J_:.JJIIC 1.l .. L....JJ .. ·- - - - - - - - - - - - - - - - -· - -· - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
CALL PARSB(J,JJ,VX,VY,VZ,Fl 
V=SCRTCVXCJJl**2+VY(JJl**2+VZ(JJl**2l 
CC 125 K=l,3 
N=3*11-1 )+K 
CC 12~ L=l,2 
NN=24+2*(J-ll+L 
DO 125 lf:1,3 
SCN,NNl=S(N,NN)+BCB(K,Ml*FIM,Ll*V/(2.*0J) 
125 CONTlt-LE 




CO 1263 K=l,2 
00 1263 L=l,3 
12é3 FTIK,Ll=C. 
CO 12E K=l,2 
DC 128 L=l,3 
CC 128 1"=1,3 
128 FT(K,L)=FT(K,L)+FIM,Kl*TIIL,Ml*V/2. 







DO 12~ K=l,3 
00 12S L=l,2 
lF(K,Ll=C. 
DC 131 K=l,3 
CC 131 L=l,2 





B CB ( 2, 1 l = e 2 ( I l * O 21 * B 1( J l + 8 1( I l * O 3 3 * B 2 ( J l 
BOB(2,2l=B21Il*D22*B2(Jl+Bl(ll*D33*Bl(Jl 
BOB(:i,3l=C • 






DO 132 K=l,2 
DC 132 L=l,3 
TBCB ( K, Ll=O. 
OG 134 K=l,2 
CC 13~ L=l,3 
co 134 ~=1,3 
TBOB(K,Ll=TBOB(K,L)+FT(K,Ml*BDBC~,Ll*G**2 
C l=C 1 ( I l *04 4*C li J l 
02=c1 < r >•css•c 1 < J l 
DC 136 K=l,2 
CC 13f l=l,3 
FlBB(K,Ll=O. 
FTee ( 1, l l=FT< 1, l )*01 
FTBB(l,2l=FT(l,2l*02 
FTBBC2,ll=FT(2,ll*Ol 
FTBB ( 2 ,2 l=FT ( 2,; >•02 
CO 436 K=l,3 











00 437 K=l,3 




CO 43E K=l,2 
00 438 L=l,3 
438 COBlK,Ll=O. 
COB(l,31=FT(l,ll*BOB(l,3l+FT(l,2l*BCB(2,31 
... __ .. _ -Cn.e.l.2., 3 l-~-l..t.2-, l l-w.n.BJ 1 .. 3 LtFTl 2 ,.2. l*B.C.Bl 2,.3.L - _______________ - _ - - - -
00 138 K=l,2 
N=24+2* ( 1-1 l+K 
OC 13E L=l,2 
NN=24+2*(J-ll+L 
00 138 1'=1,3 
S(N,NNl=S(N,NNl+(TBOB(K,M)+FTBB(K,Ml+FFBB(K,Ml+COB(K,l'll*TF(M,LI/ 
*CJ 
ua ccr,,r If\UE 
145 CONTINUE 
CO 1 I=l,40 
OC l J=l,40 
1 S(J,Il=S<I,Jl 
DC S t<=l,7 
CC ; 1=1,2 
L=S*K-Z+I 
00 3 J=l ,40 
3 Al'(I,Jl=S(L,Jl 
CD 5 I=l,2 
L=S*K-2+ I 
Ll=,,+2*K+l 
CC 5 J=l,40 
5 SIL,Jl=Slll,Jl 
l=22-3*K 
DC 7 l=l,L 
ll=25+2*K-l 
N= l 1-2 
CC 7 J=l ,4C 
7 Slll,Jl=Sll\,Jl 
DC ç I=l,2 
l=5*K+l 
CC <; J=l ,4C 
9 Sll,Jl=AM(l,Jl 
CC 20 K=l,7 
DC 13 I= 1,2 
L=5*K-2+ I 
CC 13 J=l,40 
13 A~II,Jl=S(J,Ll 
- - - - - - -C.C- --1~- -1 = 1.,-2- .• .. - - - .. -
L=S*K-2+1 
ll=22+2*K+I 
00 15 J=l,4C 
15 5lJ,Ll=SlJ,lll 
l=22-3*K 
CC 17 I=l,l 
Ll=25+2*K-I 
l\=Ll-2 
CC 17 J=l,40 
17 S(J,lll=S(J,Nl 
CC ,C I=l,2 
L=5*K+l 








SUBRCUTINE PARS (Cll,012,021,022,D.:.:,044,055,S,VX,VY,VZ,INC,XJ, 
*X,Y,Z,lll 
REAL *8 BCB,Bl,B2,Teoe,TI,S,Cl,TF,FT,FTBB,F,FFee,ccB,AM,XJ, 
*ET,G,CJ,Ol,02,XI,Al81,AE(El,AXCB),XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE,ZG 
C IM EN S IO N e C BC 3 , 3 l , B l C 8 ) , e 2 ( 8 ) , T B 0B ( 3, 3 ) , TI ( 3 , 3 ) , S ( 4 O, 4 O 1 , C l 181 , 
* V X ( 1 C C l , V Y C l O O l , V Z ( l O O ) , X I l O O ) , Y ( l O O 1 , Z ( 100) , T F ( 3, 2 l , F T ( 2, 3 l , 
*FTBB(,,.:l,INCC25,8),F(3,2l,FFBBC3,3),COB(2,3),AM(2,40) 




CC 145 f'l=l,2 
K=f'L-1 
XI=XJ* ( 1.-2 .*K l 
CC 145 KK=l,2 
_____ l(:J{j(-1 - - --- -·- --------------- -- -·-----------------------------
ET=XJ* C l.-2.*K) 
CALL PARlC(XI,ET,G,ll,l~C,X,Y,Z,VX,VY,VZ,AX,AE,A,Tl,OJ,Bl,82,Cl, 
*XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE,ZG) 
CC 118 1=1,8 
00 118 J=l,8 
CALL PAR5A(Bl,Dll,012,021,022,D.:.:,C44,055,B2,TI,TBDB,l,J) 
CC 118 K=l,3 
N=3*( l-l)+K 
CC 118 L=l,3 
NN=3* CJ-1 l+L 
DC 118 r,=1,3 
S(N,NNJ=S(N,NN)+,.*ITBOB(K,,-,)*Tl(r,,L) )/DJ 
118 CONTINl:E 
DC 125 1=1,8 
CC 125 J=l,8 
DO 12C K=l,3 
DC 12C L=l,3 
120 BCBlK,L)=O. 
BDB13,ll=El(l1*044*CllJ) 




DO 111 K=l,3 
CC 111 L=l,3 
co 111 11=1,3 
- 125 -
111 TeCe(K,ll=TBOB(K,L)+T!(M,Kl*BDB(M,Ll 
CC 121 11=1,3. 
DO 121 l\=l,3 
121 BCBt,,Nl=O. 
CO 122 K=l,3 
DC 122 l=l,3 
CC 1,, l"=l,3 
122 BDB(K,Ll=eCB(K,Ll+(TBOB(K,Mll*TI(l",Ll 
JJ= 11\C tll, J l 
CALL PAR5B(J,JJ,VX,VY,VZ,FI 
V=SQRT(VX(JJl**2+VY(JJl**2+VZ(JJl**2l 
_______ UC. .125. K"-1+3 ... ____ ... ________________ ..•...• - . 
N=3•<I-ll+J< 
DO 125 L=l,2 
I\N=24+ 2• ( J-1 l+L 
CC 125 11=1,3 
S(N,l\l\l=S(N,NNl+BCBtK,1")*F(M,Ll*V/CJ 
125 CCI\TINUE 




DO 1263 K=l,2 
CC l2é3 L=l ,3 
1263 FT(K,Ll=C. 
DC 128 K=l ,2 
CC 128 L=l,3 
DC 128 ~=l,3 
128 FT(K,L)=FT(K,Ll+F(M,Kl*Tl(L,l"l•V 









CC 129 1<=1,3 
DO 12G L=l,2 
TF(K,Ll=O. 
CC 131 K=l,3 
DO 131 L=l,2 
- 126 -
DC 131 M=l,3 
TFIK,Ll=TF(K,Ll+TIIK,Ml*F(M,Ll*V 
BD e I l , 1 1 = B l ( I l >I D l 1 * E 1( J 1 + B 2 ( I l * D 3 3 * e 2 ( J ) 
BD B 1 1 , 2 ) = B l ( I l * C l 2 * B 2 ( J ) + B 2 ( I l * D 3 3 * B l ( J l 







CC 132 K=l,2 
e.o. --l.3-2 -L-'"-l-t-3-. -- -- - - - - - - ·- - - - - - - .. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - -
TBDB(K,LJ=O. 
CC 134 1<=1,2 
CD 134 L=l,3 




CC 13(: K=l,2 




FTBB ( 2, l l =F T ( 2, l l*D l /2. 
FTBB(2,21=FT(2,2l*02/2. 
DC 138 K=l ,2 
N=24+2* ( J-1 l+K 
CC 13€ L=l,2 
Nl\=24+2*(J-l)+L 




IJC I I=l,4C 
CO 1 J=l,40 
1 SlJ,ll=S11,Jl 
CC ~ K=l,7 
CC 3 I=l,2 
L=5 *K-2+ I 
CC 3 J=l,40 
3 AM(I,Jl=Stl,Jl 
DC 5 I=l,2 
L=5*K-2+1 
Ll=22+2*K+I 
DC ~- J=l ,4C 
5 SIL,Jl=Slll,Jl 
l=22-3*K 
CC 7 I=l,L 
- 127 -
- - -- - - -L-l"2-5ct2,i,l(~ . .I.-- .. _ ------·-··- .. ____________ ···- ... _____ -·-·· ___________ _ 
N= L 1-2 






DO 20 K=l, 7 
DC 13 I=l,2 
L=5*K-2+I 
CO 13 J=l,40 
13 A~(I,J)=S(J,Ll 
CC 15 I=l,2 
L"5*K-2+I 
ll=22+2*K+I 
CC 15 J=l,40 
15 S(J,Ll=S(J,Lll 
L:;;-~*K 
CO 17 I=l,L 
ll=25+2*K-I 
f\=L 1-; 
DC 17 J=l,40 
17 SCJ,lll=SIJ,Nl 
CO 2C 1=1,2 
l=S*K+I 













B 08 ( 2 , ll = B 2 l I ) * C 2 1 *B l( J l -+ B l( I ) * D 3 3*8 2 ( J ) 
BCB12,2l=B2(Il*C22*821Jl-+Bllll*D33*Bl1Jl 




DO llt K=l,3 
CC llé L=l,3 
llé TBCB(K,Ll=O. 
- ------C.C-11:/ K=-1-,--3 -- ----·-
117 
DO 117 L=l,3 








REAL *8 V2,Vl,F 









F {, 1 , 2 J = - V Z ( J J l / V 2 
Fl2,2l=O. 
F13,2l=VX(JJl/V2 
GC TC 3 
2 Vl=SCRT(lVYIJJl**2+VZ(JJl**2l**2+lVX(JJl•VY(JJll**2+CVX(JJl* 
. -------*V-l-1-J.J.ll*-,i,_2_)_ - - ---------------- - - ----------------------- -- - --












SUBRCUTINE PAR6 (A,LL,RO,Q,OJ,INC) 
REAL *8 A,Q,CJ 
OI~EI\SICI\ A(8),Q(50C),II\C(25,8),R0(3) 
I 1, = 6 




















* V Z t l C C l , 1 NC ( 2 5, 8 l , T 1 ( 3, 3 l , B 1 ( 8 l , B 2 ( 8 ) , C 1 ( 8 l , F ( 3, 2 l , 
*TENS l 3, 3 l ,Q l 5CC l ,A~ (3,31 
l >1= é 
DC 1cc JK=l ,NE 





GC TC 12 
.-2-- . .. -XL=-.1~--------·---------------·--··--------------- ·------------
ET=l • 
GC TC 12 
3 XI=l. 
ET=-1. 
GC TC 12 
4 Xl=-1• 
ET=-1. 
GC lC 12 
5 Xl=C. 
ET=l. 
GC TO 12 
6 Xl=l. 
ET=C. 
GC TC 12 
7 XI =-1. 
ET=C. 
GO TC 12 
8 XI=C. 
ET=-1. 
12 oo 1cc L=l,2 
G=l.-2.*ll-l.) 
- 133 -
CALL PARlO (X!,ET,G,JK,INC,X,Y,Z,VX,VY,VZ,AX,AE,A,TI,DJ,Bl,B2,Cl, 
*XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE,ZGl 
CC 27 N=l,3 













- - ... - - - -J2-=5-*.J~ 3 - - --
































CD 3C 11=1.3 
DC 3C Nf\=1,3 
TENS(f\N,Nl=TENS(N,NN) 
1-RITE ( lw, 34) 
- 134 -
FGR~AT(~X,'TENSICNES EN SISTEMA LCCAL '/) 
wRITE(l\1,33) 
FCRMAT(5X,'ELEMENTD 1 ,3X,'NU00',5X,'FASE',5X,'TENSOR OE TENSIONES'I 





FCRMAT(/5X, 1 TENSIDNES TANGENCIALES MAXIMAS TAU XZ =',E15.6, 
*5X,'TAL YZ =',El5.6I 
00 4C 11=1,3 
- -CL -!cC- 1.N=--l-.--3- - - - - - - - - - - - - - - - - - -- -- - ____ - - - _____________ - - - __ - - _ 
CC 40 NM=l,3 
A~(ll,llll)=AMIN,NNJ+TENS!N,NMl*Tl(NM,IINJ 
CC 41 N=l,3 
CC 41 Nl\=1,3 
TEI\S ( 11,1\N 1 =O. 
CC 4, N=l,3 
CD 42 1111=1,3 
DC 42 NM=l,3 
TENS(N,NN)=TENS(l\,NNl+TI(NM,Nl*AM(NM,NNl 
wRITEIX.,5051 
FORMAT(//,5X,'TEIISICNES EN SISTEMA GLOBAL'/) 
WRITE(I\1,33) 
DC 5C4 N=l,3 
~RITE( IW,35) JK,JJ,G,ITENSIN,IIN),IIN=l,3) 
CONTINLE 















REAL *E A,G,TI,B1,B2,F,CJ,AEU,Q,V 
D 11' EN SI ON T S ( 1 O C, 2 5 ) , A { 8 l , T I N ( l C C, 2 ~ l , 1 NC ( 2 5, 8 ) , TI ( 3, 3 l , B l( 8 l , 
* B 2 ( 8 ) , Q ( 5 C O J , V X ( l O O J , VY ( l 00) • V Z ( l O O l , F ( 3, 2 l 
lll=é 
AEU=ALFA*E / ( 1.-L 1 l 
TE=C. 






DC 2C 1=1,8 
JJ=INC(lL,ll 
J=5*11\Cl LL, I l-4 
-- _____ J__L=_Jcil_ --- -- ----- - -- ------ - -- --- - --- --- ------- ---- - -------- - - -
JZ=J+Z 
Q(J)=C(JJ-ITI(l,ll*El(ll+Tll2,ll*B2(1ll*TE 
Q ( J l l =- C T 1 ( 1, 2 l * B li l l + T I ( 2 , 2 l * B 2 11 l J *TE+ Q C J li 





Q ( J 3 l = - ( F C 2, li * C TI ( 1, 2 l * B li 1 l +TI 1 2, 2) * 82 ( I l ) + F (3, 1 ) * ( TI ( 1, 3 l 











REAL *8 A,F,,,AE,AX,TI,El,B2,Cl,XJ,XI,ET,G,DJ,XX,XE,XG,YX,YE,YG, 
*ZX,ZE,ZG,B 





kRITE ( II\ ,8) 
8 f □ R~AT(ll5X,'CARGAS DISTRIB. SOBRE LA SUPERFICIE'II) 
35 FCRl'I.AT(5I5l 
CC 488 K=l,ICCS 
REAO(IR,351 LI 
CC 4EE JJ=l,E 
J=INClLI,JJ) 
- - - - - - -R-EAD--l-lR-,.4-8.0-1--.fX t.J_,-U.)., _f 't(_J.,-.L.l-l-,.E.Z-W-,.L-1-1---- -- - - -- - - - - - - -- -- - - - -- -- ---
4 EO FOR~AT(3FlC.4) 
IIRITEllo,4871 J,LI,FXlJ,Ll),J,LI,FYlJ,Lil,J,LI,FZ(J,lll 
487 FGR,ATl5X,'FX(',12,',',I2,'J',FlC.3,'FY(',12,',',12,')',Fl0.3, 
*'FZ(',12,',',12, 'l ',Fl0.3/) 
4€8 CONTIJ\LE 
G=C. 
CC 145 LL=l,NE 
DO 145 L=l,2 
K=L-1 
Xl=XJ*ll ■ -K*Z ■ l 
DC 145 f\=1,2 
K=N-1 
ET=XJ* l l ■ -K*2 ■ l 
CALL PARlO (Xl,ET,G,LL,INC,X,Y,Z,VX,VY,VZ,AX,AE,A,TI,DJ,Bl,B2,Cl, 
*XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE,ZGl 
CD 5 J=l,3 
5 F(JJ=C. 
CC 10 1=1,8 
JJ=II\ClLL,I) 




IJC 2C 1=1,8 
JJ=INC(LL,Il 












REAL *8 Xl,ET,G,AX,AE,A,Tl,DJ,Bl,B2,Cl,XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE, 
*ZG,Tl,T2,T3,B11,B21,B31,B12,B22,B32,All,Al2,A21,A22,A33 
D I f' E t\ S I C 1\ I 1\ C 125 , 8} , XI l C O } , Y ( l O O l , Z ( l C C l , V X ( l 00 l , V Y ( l C C J , V Z I l O O l , 










- - ·- - __ -ZE"-0...- -- - -- ·- .. _ - - - - ···- -- - - - - - - - - - - - - -· - - - - - - - - . - - -- - - - - - - - - - -· 
ZG=C. 
CO 100 I=l,8 
J=II\C(LL,ll 
X X= X X+ A X ( 1 l * X I J l + A X ( I l * G * V X ( J } / 2. 
XE=XE+AE(ll*X(Jl+AE(ll*G*VX(Jl/2. 
XG=XG+A(I l*VXIJl/2. 


















T 1 =D S Q R T t TI ( 1 , 2 ) * * 2 +TI ( l , 3 l * * 2 +TI ( 1, l l ** 2 l 
IF(Tl-0.0001) 1, 1,2 
1 Tlll,ll=lYE*ZX-YX*ZEl*IXE*ZX-XX*ZE) 
Tlll,2)=(YX*ZE-YE*ZX)**2+(YX*XE-XX*YE)**2 







TI ( 1, 2) =TI ( 1, 2 l / T 1 
TI ( 1, 3) =TI ( 1, 3 )/T l 
Tlll,ll=Tlll,1)/Tl 
Tl12,2l=Tl12,2)/T2 
















DC llC 1=1,8 
Bl(Il=All*AX(ll+Al2*AE{ll 
B21Il=A2l*AX(ll+A22*AE(ll 















































SUBRCLTINE PAR12 (ICL1,ICL2,ICL3,ICL4,K,ll 
IF!ICLll 7,7,6 
6 GO TCl12,l3,14t,I 
12 K=l 
GC TC 40 
13 K=2 
GO TG 4C 
14 K=5 
GO TC 40 
7 IFIICL2l 9,9,8 
e GC TC (15,lé,171,1 
15 K=3 
GO TC 40 
H K=4 
GO 1C 4C 
17 K=8 
-- - - ___GJ:... J.(_ !'tO - - - -- - -- - - - - - - - - - - - ·- - -- - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -- -
9 IFIICL31 18,18,19 
19 GC TC (20,21,221,I 
2C K=l 




GC TO 4C 
18 GC TO (23,24,251 ,1 
23 1<=2 
GC 1C 40 
24 1<=4 













DO 21 I=l,LLI 
IA=( I-l l*LF+l 







8 CC li K=l,IQ 




13 SOl'A=RE(IA)-S □ l'A 
IF(SCl'All:,15, IE 
15 wRITECI~,16lI,J,SOl'A,IC,LF,LL,LLI 
lé FOR~AT(//,5X,'SU8RCTINA NA □ ADEQUACA PARA A RESOLUCAO DO SISTEMA 
* PARE I=',13,' J=',13,' SCl'A=',El5.6,/,5X,' IC=',13,' 
*LF=',13,' LL=',13,' LLl=',13) 
CALL EXIT 
18 RE(IAl=OSQRTCSOMAl 






C === FORl'ACAC CC RESIDUO PARA O BLOCO SEGUINTE. 
23 IFCNC-ll4é,44,46 
46 CC 3é l=l,Lll 
DC 36 J=l,LF 




SCI' A= C. 





GC TC 3l: 
38 RE(IEl=C. 
36 CCI\Tlt\UE 











CO :;4 IC=l,ICS 
IFIIC-ICS)S,5,5 
5 lll=~EC:-1 IC-ll*LL 
GC TC 9 
8 LLl=LL 
9 K2=IAX ( !Cl 
IA=lll*LF 
R E A D ( l 'K 2 l ( R E ( ll , 1 = l , I A l 
11 CC 2:; !=l,LLI 
IA= 11-1 l*LF+l 
J=I-LF+l 




1 F ( J- Il l l E, l 8, 2 2 







CO 33 I=l,LS 
I2=1C*LL+I 
Kl=LL+I-LF+l 




33 V( 12l=V( 12l-RE(KA1*V(K8) 
34 CCNTINLE 












44 CG 59 IA=l,LLI 
I=LLI-IA+l 





... -1.l..=.l + 1- - - - - - - . - - - - - - - - - - - - - - .. - . -- - - - - - - - - - .. - - - - - - - - - - - - - - - - -
IFI Il-Jl55,55-,5S 















SLeRCUTINE PAR19 (NE,IBA~,XJ,Q,INC,VX,VY,VZ, 
*ALFA,E,Ll,X,Y,Z,I\ECl,NN} 











oo ee I=l,3 
IFIRCt!ll 484,88,484 




GO lC 482 
wRITE(IW,483) ROlll,R0{2),R0(3l 
FORIIAT(//SX,'PESO ESPECIFICC =',3Fl0,5l 
CONl H,LE 
IF(ALFAl 333,334,333 
333 CC 173 J=l,NE 
KKK(J}=C 




174 FORI/All//SX,'TEMPERATURA EN LAS CARAS DE LA CASCARA'/} 
DO 336 K=l,NECT 
REACIIR,35) KKK(K} 
LJ=KKK(K} 
CC 336 JJ=l,8 
J=INC(LJ,JJl 
REAC(IR,480) TS(J,LJl,TIN(J,LJl 
IIR!TE( Ih,3371 J,LJ,lS(J,LJl ,J,LJ,111\(J,LJl 
337 FORMA1(5X,'TS( ',13,',',12,'l=•,Fl0,3,5X,'TIN(',I3,',',12,'}=•, 
•Fl0,31 
336 C □ Nlll\LE 
GC lC 73 
334 CCNllNLE 




GC TC 74 
73 CONllNLE 
34 00 15C LL=l,NE 
DC 14~ l'L=l,2 
K=ML-1 
Xl=XJ*ll.-2.*l<I 
DC 145 KK=l,2 
K=l<l<-1 
ET=XJ*ll.-2 •*I< 1 
CD 145 L=l,2 
- 148 -
-- - - - -- - -1<-"-L---1- - - - -- -- - -- - - - - - - ___________________________________________ _ 
G=XJ* 11.-2 .*I< 1 
CALL PARlOIXI,ET,G,LL,INC,X,Y,Z,VX,VY,VZ,AX,AE,A,Tl,DJ,Bl,B2,Cl, 
*XX,XE,XG,YX,YE,YG,ZX,ZE,ZGJ 
CC lCl I=l,3 
IFIROIII) 485,48é,4e5 
485 CALL PAR61A,LL,RC,Q,CJ,INCI 





502 CC 5C6 I=l,NE 
IFILL-KKK(lll 506,509,5C6 
5C9 CALL PARBILL,ALFA,E,Ul,TS,A,G,TIN,INC,TI,Bl,B2,VX,VY,VZ,Ql 



















CC 20 J= 1, N 
IQ=IC+I\ 







.. - -- - .00.. .35_ 1.,. 1...,./\. - .. - - - - - - - - - - - .. - - .. 













60 )IQ= ( I'* l'-1') J 2 
LQ=IL*L-Ll/2 
U 1 =L+l'Q 









7 5 OS I 1\ X= Y / D SQ R T ( 2 • * ( 1 • + (OS Q R T ( 1 • -Y• Y ) J ) l 
OSINX2=0S INX*OSINX 
7e DCGSX= CSCRT(l.O-DS!NX2) 
CCOSX2=0CCSX•cccsx 
CSII\CS =CSII\X*DCOSX 
ILQ=I\* ( L-1) 
ll'(;=N• (l'-1 l 
DO 125 1=1,N 
IQ=C l*I-1 )/2 
lF ( 1-Ll 80,115,80 
85 IM•I+/IQ 
GC TC <;5 




GO TC 110 
105 IL•L+IC 
llC X=A(IL)*CCCSX-A(ll'l*DSII\X 














130 IF(l'-1\ l 1~5, 14(, 1~5 
135 M=M+l 
- 152 -
GO TC l:C 
140 [F(L-(N-ll) 145,150,145 
145 L=L+l 
GO TC ~~ 
150 IF(lf\C-1) 160,155,160 
155 If\C=C 
GC TC 50 
16C IF(THR-Af\Rl'Xl 165,165,45 
16 5 l(;=-f\ 








. -1.1 .C - -X~-A-LL l l - - - - -· - - - - - - - - - - - - - · 
Allll=A(l'l'l 
A(f,lf,i)=X 
CO 180 K=l,N 










FORt,1AT(5X,'TENSICN PRINCIPAL l =',Fl0.3,5X,'COSENOS 
*3Fl0.6l 
,,R I TE ( 1 w , 19 l J A ( 3 l , R ( 4 l , R ( 5 l , R ( 6 l 
FORMATl5X,"TENSICN PRINCIPAL 2 =•,Fl0.3,5X,'COSENOS 
*3FlC .6 J 
IIRITE( IW,l'i2) A(6l,Rl7J ,RIS),R(Sl 









A P E N D I C E D 
N O K E N C L A T U R A 
En este Apéndice se indicarán algunas convenciones y no 
menclatura,utilizadas en este trabajo. Ello se hará de una 
forma general puesto que, en cada capítulo se aclará el signi 
ficado de los símbolos empleados. 
Algunas convenciones adoptadas fueron: 
a-) Se utilizá notación tensorial parcialmente. Cuando en 
un mismo término aparecen dos subíndices iguales, se está in 
dicando una sumatoria. Si el número de subíndices es superior 
a dos, entonces se empleó el signo de surnatoria. 
Se podría haber eliminado el símbolo L..., cambiando al 
gunos subíndices y agregando el "delta" de Kroneker. 
b-) 
''delta" de Kroneker 







valor absoluto de 'i2. 





[e] matriz inverSA 
/1- J 
coeficiPnte de dilataci6n térmica 
En cada capítulo, se indic6 la variaci6n de los sub{ndi 
ces. 
En algunos casos, se utilizaron los mismos símbolos o 
letras con significados diferentes. En esos casos, se aclar6 
perfectamente cl ,significado de la letra o símbolo. 
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